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CHAPITRE 0

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT

1. Oui :
au+tv)+Bu-v)=0=(a+Lu+(a-L)v=0.D’ou par liberté de (u,v) :

{a+ﬂ=0 {a=0
= .
a-£=0 B=0

2.0ui: (u,v,w) génératrice de R’ implique (Théoréme 0.9) (u,v,w) libre.
Ce qui implique (Proposition 0.7) la liberté de (u,v) .

3.Oui:
1 1 1 a+fB+y=0 a=0
al0|+p8|1|+y|1|=0=> L+y=0=:£=0.
0 0 1 y=0 y=0

4. Non : exemple w=u . La réciproque est vraie (Proposition 0.7).

5.Non: 2X—-(X+1)-(X-1)=0. La liste n’est donc pas libre (ni
génératrice).

6. Non: Soit (F),R,--P,) une liste finie de polyndmes. Si I’on pose
k :max(deg(ﬁ)) , 1l est clair que les combinaisons linéaires des P. sont de
degré inférieur ou égal a k. Ce qui interdit a la liste d’étre génératrice de
K[X].

7. F et H sont des sous-espaces. G qui ne contient pas le polynome nul ne
saurait 1’étre.

8. Non : le vecteur nul appartient a tous les sous-espaces.

9. Uniquement si ’un est inclus dans I’autre. Supposons 4 U B sous-espace.
Si Al B, considérons allA—B et bOB . Alors c=a+b0A0B.Si cUB,
alors @ =c—b aussi, ce qui contredit all4—B. Donc clA4, mais alors
b=c—a aussi, donc B[] A. Laréciproque est évidente.
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10. Non : la somme de deux polyndmes de degré n peut €tre de degré <n.

11. Le sous-espace des polyndmes constants.

12. f(x)=0= f*(x)=0.Donc Ker(f)O Ker(f?).
y=/[*(x)=y=f(/f(x)). Donc Im(f*) 0 Im(f).

13. Dim(K4 [X]) =5. Selon le théoréme du rang, Ker(f) est de dimension 2.
. 1
14. Non, sauf si elles sont carrées : (1 0)(0] = (1) .
(10 00 0 0
15. Oui : X =
00 0 1 0 0

16. A’ est définie si et seulement si n= p. A'A est défini et de taille px p.
AA" est défini et de taille nxn.

17.
ST g0 SO 10) S
1 _1 0 u 1 0 1 w
M(u’v’w)(f)z LT M(w,v,u)(f)= -1 1 1]}»
Lo 1w 0 -1 1)
18.
D() D(X) D(X?)
0 1 0):
M(l,X,XZ)(D)z 0 0 2 X
0 0 0)x

19. Si et seulement si tous les termes de la diagonale sont différents de 0.

20. Non, sauf si elles commutent.
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21.

\Dimension espace de depart
Rang
\Dimension du noyau

SN[
’—"—‘Nbd

O»—A»—AQ

D
3
1
2

— (| W | Iy
O W | W |

22.0ui: A*+A+1=0= A(-A-I1)=1.Donc A =-4-1.
23. Non pour A+ B, exemple : B=—A . Oui pour AB avec (AB)" =B™'A™".

24. Oui dans M, (R) les colonnes sont indépendantes. Non dans M, (Z/57Z)
3 6 1

ou: 2 = = mod(5) .
1 2 2

-1
25.0ui: si A'=4, (At) =4 Or daprés la proposition 0.28

(A’)_1 = (A_l)t. Donc (A_1 )t =4 et A7 est symétrique.
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10

EXERCICE

Récurrence sur » :

1.
2.

Vrai pour 7 =0 ou la liste se réduit a un polyndme constant non nul.
H,=>H,

Soit une liste échelonnée (Fy,---,P,_;,P,).

Alors : a Ry +---+a,_|P,_, +a,P, =0 implique la nullité de a,. En effet

dans le polynome de gauche le coefficient de X" est égal au produit de
a, par le coefficient de X" dans le polynome P

puisque P, est de degré n. Il reste alors a appliquer #,_, pour conclure a

la nullité des autres coefficients de la combinaison linéaire et a la liberté
de (P a"'aPn—laPn)'

coefficient non nul

2° EXERCICE

Siles a;; sont tous non nuls :

4, 4 Ak
0 a ) 5 aay, tda, et aga, =0
: 0 a aa,,+---+a,a,, =0
a, +a,| . |+a| =0 ’ "
0
: : a,a,, =0
0 0 0
Et I’on en déduit que a, #0 et en « remontant » qu’il en est de méme pour
A1

éci , 8’1l exi a;; nul, lesi :
Réciproquement, s’il existe un a,; nul, alors : les i vecteurs

a,,

0

liés.

a, a;
a; 0
de K™™' sont liés et les i vecteurs | : |---| a._ . | de K" sont
i—1,i
al—l,i 0
a; a,; Ay
0 .
. : iy, : .
Donc la liste ,oe e est lice.
0 ay i
0
0 0 :
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3° EXERCICE

La vérification des axiomes d’espace vectoriel est immédiate.
4 (1,\/5) libre :
Si a'1+,8\/§ =0 avec a, f0OQ, alors, si I'un des coefficients est non nul

I’autre aussi et 1’on aurait f =—— en contradiction avec 1’irrationalité de

V2.

v (1,\/5,\/5) libre :

Si al+,B\/5+y\/§ =0 avec a, G, y0Q
al+ B2 +y3=0=al+ B2 =—p\3=a? +28° +2aBJ2 =3 et la

encore la non nullité d’un coefficient viendrait contredire 1’irrationalité de

V2.

4° EXERCICE

L, libre = L, libre.

ayuy +-ra(u tau)tetau, =0=

au, +---tau +--+@a+au; t-+ta,u,=0

ce qui entraine, par liberté de L,,

a, =0 pour kD{l--- p} —{ j} et a,a+a; =0 et finalement la nullité¢ de tous

les a, .
Pour la réciproque, on peut observer que L, s’obtient a partir de L, en
ajoutant —qu; au vecteur d’indice i de la liste Z, .

5° EXERCICE

1° Question

2 4. . 2T
J‘O ezkte zltdt:J'O ez(k l)tdt

(1" =2msik=1

- 2
L gon | oL pmpy=gsikzs
i(k-1) o ik-D)

2° Question

Avec la notation f, (¢) = e™ | ce résultat s”écrit :
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kJI ™~

J-zn _|2msik=1
0 0 sinon

En partant de a,f, +---+a,f, +---+a,f, =0, on obtient, en multipliant par
f; et en intégrant, pour tout iD{ p: n} :

21T 21 27T _
a, [ ity rera | Sf et a, [ A =0

=2 =0

donc a; =0.

3° Question
Il suffit d’utiliser les formules d’Euler: ¢, =%(fl. +1,) s =%(fl. - 1)
pour se ramener a la question précédente. Pour les cosinus :
iaici =0= ial. (fi+/f)=0= ia‘i‘fi =0 et tous les coefficients sont
i=1 i=n

i=1
i#0

nuls puisque : (f_n,f_l,fl,---,fn) est libre.

6° PROBLEME

1° Question
v' La linéarité de A reléve de la vérification immédiate.

v Ker(D)=K, [X ] (les polyndmes constants) :

Si POK,[X], P(X +1)=P(X) et AP)=0.

Réciproquement :

Si A(P)=0, alors P(X +1)=P(X). Donc, pour tout entier k, P(k)=P(0).
Le polynéme P(X)—P(0) a une infinité de racines et est donc nul. D’ou
P(X)=P(0).

v Im(D) =K, [X]

deg(A(P)) =deg(P) -1, donc Im(A) O K, [X].

Pour D’inclusion réciproque, le théoréme du rang (0.14) montre que
Dim(Im(8))=n=Dim(K,[X]). De Iinclusion et de Iégalit¢ des
dimensions, la proposition 0.10 permet de conclure a I’égalité entre Im(A) et
K, [X].
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v’ Matrice de A dans la base canonique
A()=0
A(X)=1

AX)=(X+1) = X! =1+CLX +-+CI7 X

D’ou:

01 1 - 11
0 2 c C!

0 :

M(A): C_]/"—l

0
C}’l—l
0 0

v’ Nullité de A"
Comme deg (A(P)) = deg(P) -1, en itérant au plus # fois , deg(A” (P)) sera
nul et donc A""'(P)=0.
2° Question
(FO(X ), (X)), -, F (X )) est une liste échelonnée de polyndmes donc libre

(exercice 1). Son nombre de vecteurs n+1 correspond exactement a la
dimension de K, [X ] , elle constitue donc une base (théoréme 0.9).

v A(F,)) =0 (évident)
v A(F,)=F,(X +1)= F,(X). Pour clarifier les écritures, remarquons que :

F.(X) =%X(X—1)---(X—i+l) :D’ou :
1.

A(E.):%(X+1)X~~(X—i+2)—%X~~(X—i+2)(X_i+1)

=.1(X)---(X—i+2)(X+1—X+i—1)
il

1
@@-n!
=Fi
En conséquence, la matrice de A dans cette base est :

(X)) (X —i+2)
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01 0 0
o1 .
M(D) = 0 . 0
0 0

3° Question
Vrai si P est constant P = P(0).
Supposons #,_, vraie et soit P un polyndme de degré n. Il se décompose dans
la base (FO, F,-, Fn) : P=ayFy+aF +---a,F,. Etdonc:
A(P) =aA(Fy) + aA(Fy) +---+a,AF)=alFy ta,F; +---+a,F, .
En appliquant #,_, a A(P) de degré n-1, il vient :
A(P) =A(P)(0)Fy + A% (P)O)F, +---+ A" (P)(0)F, ;.
La décomposition dans une base étant unique :
a, = A(P)(0), a, = A*(P)(0), -+, a, = A"(P)(0). Donc
P=a,F, +A(P)0)F + A’ (P)(0)F,---A"(P)(0)F,. 11 ne manque que le
coefficient a,. Mais comme F;,(0)=1 tandis que F(0)=F,(0)=---F,(0)=0,
il suffit de faire X =0 dans I’égalité précédente pour obtenir a, = P(0), ce
qui prouve .

4° Question : application numérique
Avec les valeurs indiquées :

X 0 1 2

P(x) 1 2 0 -1
AP(x) 1 2 -1

A’ P(x) -3 1

N’ P(x) 4

P(X)=1F, +1F, -3F, + 4F,

:1+X—%X(X—l)+%X(X—1)(X—2)

7° EXERCICE

1° Question
Vérification immédiate.

10
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2° Question

a b

<

Soit A=|d e f|OM, en se concentrant sur les deux diagonales et la

g h

i

deuxi¢me ligne, on obtient :

ate+ti=§

d+e+f=S=(a+d+g)+3e+(i+ f+c)=35=3e=S.
) | —

gtetc=S =S =S
11 suffit alors de calculer b, 4, i, g, d, f en fonction de a, ¢, ¢ pour obtenir :
a —a+3e-c c
A=|—a+e+c e ate—c
2e-c a—-e+tc —a+tle
1 -1 0 0 3 0 0 -1 1
A=a|-1 0 1 |+efl 1 1li+c/ 1 0 -1].
0o 1 -1 2 -1 2 -1 1 0
I -1 0 0 3 0
Les trois matrices -1 0 19 (1 1 1

o 1 -1) (2

1
-1

-1
0
1

1
-1
0

sont

magiques de sommes respectives 0, 3, 1 et sont donc génératrices de /. Elles

sont lin¢airement indépendantes :

1 -1 0 0 3 0 0 -1 1
al-1 0 1 |+efl 1 1j+c/ 1 O
0 1 -1 2 -1 2 -1 1 O

Bref ont toutes les qualités pour constituer une base magique...

-1|=0=>a=e=c=0.

NB : Si I’on souhaite obtenir un carré magique conforme a la tradition, on

peut choisir, par exemple, a =4,e =5, c =2 pour engendrer :

4 9 2
3 57
8 1 6

11
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8° EXERCICE

a, ... q
Soit A= : "-. : |OM,(C). Considérons une combinaison linéaire des
an,l e n,n
colonnes nulle :
" a;
., i |=0.
j1

an,j

Si les coefficients a; ne sont pas tous nuls, il en existe un @, de module
maximum.
En extrayant la ligne k de la combinaison linéaire précédente, on obtient :

n
Qg+ F Aay, +oo+a,a, =02 aa,, == 0,
=1

J#k
n n aj‘
= |a'k|‘ak’k‘ < Z‘ajHak’j‘ = ‘ak’k‘ < Z—‘ak’j‘ et comme |a'k| = max{‘aj‘}
e = ol
Jtk JZtk
n
EHEDY “k,j‘
j=l
_j¢k

Or cette dernic¢re inégalité entre en contradiction avec 1’hypothése : pour tout

n

ai,i‘> > ‘az‘,j‘

JEL jE

i=l-n,

9° EXERCICE

La wvérification est immédiate sachant que: f(G) ={ f(x)/ xDG} et
FH(H) ={xDE ! f (x)DH} . Rappelons que cette derniére notation (certes
un peu abusive mais usuelle) ne préjuge pas de ’existence d’une réciproque
pour f.

10° EXERCICE

Dans le sens 4 et B inversible = AB inversible cela a déja fait 1’objet de la
petite question 22.

Dans I’autre sens, en supposant 4B inversible :

BX=0= ABX =0= X =0. Donc Ker(B) ={0} , ce qui, pour une matrice

carrée comme B, suffit pour entrainer 1’inversibilité. 4 peut s’écrire alors :

A= (AB)B_l produit de deux matrices inversibles donc inversible.

12
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11° EXERCICE

1° Question
£7'(A) est un sous-espace de E (cf. exercice 9) et la restriction de fa f ' (4)
est une application linéaire de f~'(4) dont I’image est 4. Par application du

théoréme du rang a f‘ o

Dim( ™ (4)) = Dim(4) +Dim(Ker( S (A))) .

Or Ker(ﬁ O Ker(f). Donc :

f"l(A))
Dim( f‘l(A)) < Dim(A) + Dim(Ker(f)).

2° Question
Ker(go f)=f - (Ker( g)) . Par application de la 1° question :
Dim (Ker(g o f)) < Dim(Ker(g)) + Dim (Ker (f))

La deuxiéme inégalité résulte alors du théoréme du rang :
Rg(go f) = Dim(E) - Dim(Ker(g > f))

2 Dim(E) — Dim (Ker(f)) —Dim (Ker(g))

> Dim(E) - (Dim(E) - Rg(f)) - (Dim(E) - Rg(g))

2 Rg(f)+ Rg(g) — Dim(E)

12° PROBLEME

1° Question
v’ Linéarité de ®
n

P (aP(X)+ BO(X)) =D (aP(a)+ BO(a;)) X'

i=0

2> P(a)X' + ,an: O(a) X'
0 i=0

=a®(P(X))+BP(0(X))

v’ Ker(®)
P(P(X))=0 = > P(a,)X =0 = 0i0{0,-,n} : P(a;) =0.
i=0
Or un polynome de degré n au plus qui possede n +1 racines distinctes est
nécessairement nul.

P(P(X))=0 = P=0.
Ker(®) ={0} et @ est un isomorphisme de Kn[X] .

13
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2° Question
dDH=1+X+---+ X"

PX)=agytaX+--+a,X"

¢(Xj)=ag+ale+~-+a,{X”

Donc :

e al i’

1 a, a; a,

J n

1 a aj a

M(®)= .

J n

1 aq a; a;

e al "

l a, a, a,

NB : ce type de matrice est connue sous le nom de matrice de Vandermonde.
1l en sera question au chapitre I1.
3° Question
Par définition de Z, : ®(L,)=X"*.
Par définition de @ : ®(L,)=> L, (a,)X".
i=0

L (a)=0siiZk
Il en résulte : { o)

L (a,)=1
L, a donc n racines distinctes : {ao,m, an} —{ak} . Comme il s’agit d’un

polyndéme non nul de degré n au plus, il se factorise :
L(X)=C I_l (X —a;) ou C est une constante non nul.
o
izk

Pour déterminer C, il suffit d’utiliser : L, (a,) =1 :

Li(a)=1 > C[|(a-a)=1> C=
522 H(ak_ai)

poy
%,—/

Sk

D’ou finalement :

14
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L(X)=———[]x-a)
I_l (a, —a;) ;:2
i=0

izk
4° Question

P(P(X))= iP(ai )X = ibl.Xi
i=0 i=0

= P(X) =¢“(Zn:binJ = P(X) =ibl.cb“()(")
i=0

i=0

o P(X) = BL,(X)
i=0

5° Question
Sous I’hypothése : a, —a, =(k —i)r.D’ou :

o =[] =a)=[k=ir=r"[]=0
ik ik ik

n—k .n |
rn.

¢, =" k(k =1)--()(=1)---(k = n) = (=1)" "k (n = k)! :—(_I)Ck

n

=k! =(=1)""* (n=k)!

6° Question
X -1=(X-)(X -w) (X -a").
En dérivant :

(n+DX" =3 (X = 1) ) - (X ~ )
=0
Par la substitution X =af :

(n+1a"™ =i(w" —1)---M---(m" )
=0
=(af _1)...M...(d_a}l)

Or ce dernier terme n’est autre que ¢, .

Donc ¢, =(n+1)aw™.

15
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13° EXERCICE

1° Question

Les matrices antisymétriques sont caractérisées par: M’ =-M . A partir de
la, la vérification qu’elles forment un sous-espace vectoriel est immédiate et
cela quelque soit la taille des matrices.

Une base, disons « canonique » de 4, est :

0 10 0 0 1 0 0 O
-1 0 0], 0 0 0}, |0 0 1
0 00 -1 0 0 0 -10

Plus généralement, une base de 4, est: (Az, k) ou 4, est la matrice

I<i<k<n

antisymétrique définie par: 4, , = (al. j)lgi$ avec <a,,; =—1

a; ; =0 ailleurs

2° Question
2
M ' =-M :(M’) =M? :(Mz)t =M?.Donc M? est symétrique.
(M3 )t = (MZM)Z =M' (M2 )t =-MM?*=-M">.Donc M’ est antisymétrique.
NB : 1a encore cette propriété persiste quelque soit la taille des matrices.

3° Question
Yy

Ker(M)=Vec|| - ¢{O} car a’ + B> +y* =1. Le rang de M est donc 2.
a

Ce qui permet d’écrire que, en supposant a Z0 :

0 a
Im(M)=Vec|| —a |,| 0
~B)\¥
4° Question
y'-1 =gy ay
La matrice symétrique M? = -1 -ap
a’ -1

et M>=-M=M".

16
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5° Question
(M +AD((A+ A1 =AM +M?)

=L+ AHM = AM? + M2 + A1+ A = A*M + AM?

=M
=A1+AH)I
Si A£0, M + Al estinversible et :
- 1
M+AN" ' =———((1+ A =AM + M?
(M +Al) /1(1+/]2)(( ) )
_l 1 M 1 M2

- +
A 1+ A7 AL+ A%)

14° EXERCICE

1° Question

La matrice nulle n’appartient pas a G qui ne saurait donc €tre un sous-espace.

2° Question

Mg p)* Mg gy =M gia pp)

Par suite M, 5 XM _q_g =My =1. M,p est donc inversible et

(Ma.p) )_1 =M q-p)-

G stable par multiplication et par inversion est donc un sous-groupe de

GL,(R).

Comme M4 5 XMy gy =M gig prpy € Mg gy XMy gy =Mgia pap)

Mg 5 XMy gy =My gy %M, 5 G estabélien (commutatif).

Tout se résume en disant que : (@, ) = M, 5, est un morphisme injectif du

groupe (R?,+) dans GL,(R) dont I'image est G.

15° EXERCICE

1° Question

21 1
M?*=|1 2 1|=M+2I.
11 2

Donc %(M —I)M =1 .M estinversible et : M~ =%(M =1)

2° Question
v' Vrai au rang 1 (et méme au rang 0).

17
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v" Si la formule est vraie au rang k :

1

M = MMt =—(2" —(—1)")MZ +§(2k +2(—l)k)M.

1
3
Comme M?* =M +21 , il vient :

k+1_1 k _ _1\k 1 k _1\k
M -5(2 (1) )(M+21)+§(2 +2(-1) )M

%(2" — (- +2* +2(—1)")M +§(2" —(—1)")1
:%(2"+1 +(=1)" )M +%(2"+l ~2(-D!)1

=%(2k+1 _(_1)k+1)M +%(2k+1 + 2(_1)k+1)]

ou I’on reconnait la formule au rang & +1.

3° Question
En dimension n :

M*=n-2)M +(n-1)I Dou: M =L1(M ~(n=2)I).
—
Et la récurrence pour démontrer :
M* =l((n —1yf - (—l)k)M +l((n —1f + (=) (-1 )1
n n

se calque sur le cas précédent.

Remarque :

Un autre éclairage peut étre apporté a cet exercice en remarquant que
1

M=UU'-IouU=|:|OR".
1

M*=UU' -1 =UU'UU" -20U" +1=n-2)UU" +1
=n
=(n=2)M+D)+1
=(n-2)M +(n—-1I
L’usage de I’identité remarquable ou, plus généralement comme il va suivre,

de la formule du bindme est justifié par le fait que / et UU' commutent.
k
M =UU =D => (- CuU'y.

i=0

18
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Or (UU"Y =UU'UU'---UU'UU'=n"'UU" pour i=1 tandis que

ouh =1.
k

M* == 1+ (Z(—l)’” C;;n"‘lJUU’ .
i=1

Or:

k k k
ny (DGR =Y (DTG = (=) + Y (D) T Gt = =1+ (n - 1)
i=1 i=1 i=0
k
i 0= 1
DD G = (=1 = (-1
i=1 n
Et finalement :
M*=(-1)"1 +l((n -1 = (-n* v
n
En remplagant UU' par M +1 , il vient :
MY =D 1+ (=) = (-)F) e+ 1)
n

:%((n—l)k —(—l)k)+%(n(—l)k +(n-1)F —(—1)k)1

= L= =)+ =1 -1 )1
n n
Soit exactement la formule proposée a la démonstration par récurrence.

16° EXERCICE

1° Question
Vérification immédiate.

2° Question

Soit 4= (ai, _j)i=1-~~n ,B= (bl.,j)i:l,,. UM, (K) . Le terme situé ligne i, colonne j
JAlen

n
jeln

de AB est:
Ai,-B-,j = zai,kbk,j
=l
Si 4,BOT,(K) alors: i>j=>a, ;=b, ;=0 et
A.B. ;=) a,b,
=l

k=i
ksj

19
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Donc si i > j, il n’existe pas de k entre i et j et 4, B, ; =0, ce qui implique
’appartenance de 4B a T, (K).
De plus, si i=j, cette formule montre que 4, B,; =a, b

1,70,

En d’autres
termes, les éléments de la diagonale de AB sont le produit des éléments
correspondants des diagonales de 4 et B.

3° Question
A inversible < Les colonnes de 4 sont linéairement indépendantes.
Or selon le deuxi¢me exercice, ceci équivauta : i=1---n:q;; Z0.

Pour déterminer alors A", on peut transcrire AX =Y par le systéme linéaire :

an—l,n—l'xn—l + an—l,n'xn = yn—l

a, . X, =Y,

n,n’'n

1 :
=——Y,, puis en remontant on
a

n,n

Les a,; étant non nuls, on obtient: x

n

exprime x;, pour i=n-1,n—2,---,1 comme combinaison linéaire de

Vis Visg»'+*» Y, - Au final on obtient un systeme :

Xp = by by yy e +b,7,
xn—l = bn—l,n—lxn—l +bn—l,nxn
xn = bn,nyn

systéme qui équivaut a X = BY ou la matrice B manifestement triangulaire
supérieure est I’inverse de A.
Dans ce cas 4AB=1 et selon la remarque faite a la premiére question

a..b.

1,i70,0

termes de la diagonale de 4.

=1 Donc la matrice 4™ =B aligne sur sa diagonale les inverses des

Remarque : bien entendu , les matrices triangulaires inférieures jouissent des
mémes propriétés. Une simple transposition suffit pour s’en convaincre.
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CHAPITRE 1

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT

1 Le deuxiéme terme du produit est C+ AB etnon C + BA.

2 Celle que I’on obtient en premier par simple recopie en colonnes des
coordonnées des nouveaux vecteurs de base est F, , . L’autre s’obtient par

. . -1
inversion : £ , —(Pb’ b,) .

3. La relation de similitude ne concernant que les matrices carrées, 4 et B sont
hors jeu.
Tr(C)#Tr(D). Or deux matrices semblables ont méme trace (proposition

1.12) ce qui disqualifie C et D.

4. A'=P'4P= A" =P"'4"P pour nON .
Si A estinversible: A’ '=P7'47'P .

5. Le premier oui :
7r(4BCA™)=Tr(4BCa™)) = Tr((BCA™)4) =Tr(BC).

| —
par commutation sous trace

Le second non.

6. G+ F =F . Mais, si G;t{O} G O F n’est pas définie puisque Gn F =G.

7.Si FOG=R?, alors (corollaire 1.24) Dim(F)+ Dim(G)=3. Donc un des

sous-espaces F' ou G est de dimension 1, I’autre de dimension 2. Autrement dit
(u,v) libre et Rg(u',v") =1 (ou I'inverse).

8 Oui GnF ={0} donc la somme est directe. De plus
Dim(F)=2,Dim(G)=1, donc, par inclusion conjugué¢ a [’égalité des
dimensions F O G =R’.

Pour le deuxi¢me exemple {O} UG UF etlasomme n’est pas directe.
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9.
1 a 2b+d*
A*=|0 0 a
0 0 1

A* matrice de projection si et seulement si 4° =4 (corollaire 1.31). Ce qui
équivaut & a> =-b.
Dans ce cas la matrice de la projection sur Ker(f) selon Im(f) est

(proposition 1.35) :
0 —-a -b
I-4=|{0 1 -a|.
0 0 O

f2+2£j+[: =%(f+f2).

SR o,

11. Non. Le théoréme du rang dit simplement que :
Dim(Im( 1))+ Dim((Ker(f)) = Dim(E)
ce qui permet de conclure a £ =Im(f) U Ker(f) sila somme est directe, ce

qui n’est en rien garantie sauf a vérifier que Im(f) n Ker(f) ={0} .

12.
On peut simplement prouver: (F N G)+(Fn H)UFn(G+H) :

xOF
xUFnGO+FnH)=»x= u + v =
OFnG OFnH xUG+H

Avec les sommes directes, remarquons que si la somme de G et H est directe,
alors Gn H ={O} ,donc (FNnG)n(FnH) ={0} et la somme de Fn G et

F n H estaussi directe.
Ceci dit, on démontre de la méme facon: (Fn G)O(Fn HYOFn(GOH)

Mais la réciproque est fausse.
Exemple: dans R® avec (u,v,w) libre, G=Vec(u), H =Vec(v),
F =Vec(u+v), Alors (Fn G)O(F n H)={0} et Fn (GO H)=Vec(u+v).

13. Oui si elles commutent :

2
(211)” = PoP1P2Py = PaPLPIDs = PaP1 P2 = PaDaPy = Pa D -
Sinon...
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14. Soit @ la forme correspondante :

X X
Pour X =| y |OR’, ®(X)=(-1 2 3)|y|=-x+2y+3z
z z
2 0
Les vecteurs (par exemple) | 1 | et | =3 | forment une base de Ker(®) .
0 2
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1° EXERCICE
1° Question

au'+ BV +yw' =0 = au-v+w)+ Ly +w)+y(-u+2v-w)=0
a-y=0 a=0

e=a+L+2y=0< <=0
a+fl-y=0 y=0

"=(u',v',w') base de E.

1 0 -1 3 1 -1
By=—1 1 2 Pb',bz(Pbb )_1_ -1 0 1
1 1 -1 2 1 -1
2 9
X,=| 0 |=X, =B, ,X,=| 5|
| —
-3 7
2 5
Y= 0 |=7,=8 7 =| 8.

Les coordonnées de u dans la base b’ peuvent se lire sur la premiére colonne
de Fy, .

2° Question

6 -10 -10
My (f)=F My (B =6 3 8
6 -6 -9

La matrice M,(f) est symétrique, la « nouvelle » matrice M, (f) ne I’est
pas. Moralité : la symétrie ne se conserve pas par similitude.

2° EXERCICE

Dans la base b' la matrice de cette projection p est :

1 00 31 -1
My(p)=|0 0 0|et My(p)=B,My(p)By,=|-3 1 1

000 31 -1
Dans la base b’ la matrice de cette symétrie s est :

1 0 O 5 2 =2
My(s)=]0 -1 0 |et My(s)=FyMy(s)F,=|-6 -3 2

0 0 -1 6 2 -3
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3° EXERCICE
My(f)= (bi,j )i=1---n avec b, ; =@,y - -

=l
Pour obtenir ce résultat, il est conseillé d’utiliser le fait que M, (f) a ses
colonnes constituées par les coordonnées de f(u,), f(u,_,),"-- f(u;) dans la

base (u,,u,_,~--,u;) plutdot que de recourir a la formule matricielle :
My (f) =By My (B -

4° EXERCICE

En considérant 4 comme la matrice d’un endomorphisme f d’un espace de
dimension 3 sur R dans une base b = (u,v,w), il vient :

fw)=u—-v-2w
fW=2u+v-w
fw)y=—-u+2v+w

En choisissant comme nouvelle base b’ = (w,v,u)

fw)y=w+2v-u 1 -1 2
SO)=—wH+v+2u et My()=| 2 1 =-1|=4".
fu)=2w-v+u -1 2 1

Remarque : cette propriéte, verifiee ici par un bricolage, s’avere en fait vraie
pour toute matrice de M, (C), mais pour en avoir confirmation, vous devrez
patienter jusqu’au chapitre V1.

5° EXERCICE

Il est évident que les homothéties de rapport a (scalaire) & =a.ld ont méme
matrice dans toutes les bases. Et la réciproque ?
Soit fun endomorphisme de matrice :

a4y A,

My(f)=\a;; - a;; - a, |danslabase b=(u ---,u;, --u,).
a}’l,l e a}’l,j cee a}’l,}’l

Sa matrice dans la base b’ = (u, -, —uj,'-~un) est alors :
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al,l e _al,j . al’n
My(f)y=|-a;; - a;; T4,
a oo —q. . eea

n,l n,j n,n

Seuls sont affectés les termes de la ligne j et de la colonne j qui changent de
signe a I’exception de celui de la diagonale qui reste imperturbable.
Si donc f'a la propriété souhaitée : M, (f)=M,(f), ce qui implique :

a;,;==a;;pouri=1---ni#j

a;;=—a; ;pouri=l---n i#j

Et, comme on n’est pas en caractéristique 2, on en conclut a la nullité de tous
les termes situés colonne j et ligne j hormis celui de la diagonale.

Comme ceci est vrai pour tout j, la matrice de f est nécessairement diagonale.
Un dernier effort : il suffit alors de permuter les vecteurs de base, ce qui doit
la laisser invariante pour conclure que tous les termes de la diagonale sont

égaux a un certain scalaire a et par suite f =a.ld .

6° EXERCICE
L

. ;.o Modifie la ligne j en se servant de la ligne i.

Ly, ; modifie la ligne / en se servant de la ligne k.

Si aucune de ces deux opérations n’utilise une ligne modifiée par 1’autre,
I’ordre dans lequel on les effectue est sans importance.
Apres application des deux opérations a une matrice 4 :

La ligne j de A4 sera transformée : Aj,, -~ 4. +ad;,

La ligne / de 4 sera transformée : 4,, — 4, + B4, ,

Les autres lignes restant inchangées.
Autrement ditsi j #k et i #/, elles commutent.

Parcontre si j =k ou i =/, il n’en est rien. Si, par exemple, j =k et i Z/[ :
En appliquant L,

i,],.a
A~ A, +ad, puis 4, - 4.+ B(4;.+a4,.)
En appliquant L,, 5 suiviede L, ; , :

4. - 4. +,8Aj’, puis 4;, - 4, . +a4;,
Et les résultats différent pour la ligne /.

suiviede L;, 5 :

Petite illustration avec Maple :
> Id:=diag(1,1,1,1);

26



Chapitre I : correction d’exercices

Cas jZketizl :

1 0 0 0

01 0 0
1d =

0 0 1 0

0 0 0 1

> addrow(1d,1,2,alpha):addrow(%,3,4,beta);

0 0 0]
a 1 0 0
0 0 1 0
0 0 B 1

> addrow(1d,3,4,beta):addrow(%,1,2,alpha);

Cas j=k etizl

o
a 1
0 0
0 0

0 0]

00
10
B 1]

> addrow(1d,1,2,alpha):addrow(%,2,4,beta);

1 000
a 1 0 0
0 0 1 0
Ba B 0 1
> addrow(1d,2,4,beta):addrow(%,1,2,alpha);
1 0 0 0
a 1 0 0
0 0 1 0
0B 0 1
7° EXERCICE
-1 -1 =3|1 0 O x=1(-1 -1 -3]|1
+L1 2 0 |01 Of- 0 1 -3]1
0O 0 1 |0 01 0O 0 1 |0
-L,(1 1 3 |-1 0 0 -6L,(1 0 6 |2
01 3|1 1 0|-+3L,/0 1 -3]1
0 01 [0 01 0 0 1 0
1 0 0|2 -1 -6 -2 -1 -6
01 0of1 1 3 AT=l1 1 3
0O 01(0 o0 1 0O 0 1

Pour les autres, nous donnerons simplement le résultat :
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1 0 1 -a o a
=1

Bl=[-1 i 1| =0 1 e &

i1+ - 0 0 1 -a

00 0 1

8° EXERCICE

1 -1 31 1 -1 3 1 1 -1 3 1
-L|1 2 0 4|--Lj0 3 -3 3|~ |03 -33
+L,(-1 4 2 2) +5l0 3 5 3) -L,lo 0 8 O

Selon la proposition 1.17 le rang est 3.

9° EXERCICE

Voici cette procédure modifice :
> inverseGJ:=proc(A::matrix)
local n,p,i,k::integer,B,ID:: matrix;
n:=rowdim(A);p:=coldim(A);
if n<>p then ERROR("matrice non carrée") fi;
B:=copy(A);
B:=augment(B,diag(seq(i->1,i=1..n)));
# on travail sur une copie de A pour ne pas modifier la matrice initiale
forifrom 1 ton do
# on recherche un pivot sur la colonne i
k:=i;
while k<=n and B[k,i]=0 do k:=k+1 od;
if k<=n then # pivot trouvé
if k>i then B:=swaprow(B,i, k) fi;
B:=pivot(B,i,i); B:=mulrow(B,i,1/B[i,i]);

else
ERROR("matrice non inversible");
fi;
od;
RETURN(submatrix(B,1..n,n+1..2*n));
end;

La modification consiste a définir B=(4 | I,) et faire opérer les opérations
¢lémentaires sur cette matrice conformément a la procédure « manuelle ». A la
fin des boucles, si la matrice est inversible, B=(/, | A™"). La procédure
retourne alors le deuxiéme « morceau » de la matrice comme résultat.

10° EXERCICE
Soit F' un supplémentaire de F n G dans F: F=F'0(F nG).
Soit G' un supplémentairede F n G dans G: G=G'O(F n G)
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Alors, F', Fn G, G' sont
1) indépendants :
u+ v +w=0=u==(v+w).Or F' et Gn’ont en commun que
— — —— e
OF OFnG 0OG OF' 0G
le vecteur nul. Donc # =0 et v+w=0.Comme, v et w appartiennent a
des sous-espaces supplémentaires : v=w=0.
2) de somme directe égale a F +G
D’ou :
Dim(F +G)=Dim(F' O (F n G)0O G') = Dim(F") + Dim(F n G)+ Dim(G")
Comme :
Dim(F) = Dim(F") + Dim(F n G) et Dim(G) = Dim(G") + Dim(F n G),
il en résulte :
Dim(F +G) = Dim(F) + Dim(G) — Dim(F n G)

Autre voie :

Si I’on considére la somme directe «externe » F' X G (voir proposition 1.25),

on a Dim(F xG) = Dim(F)+ Dim(G)

Soit alors I’application linéaire :

FxGOPLE

(x,y) = x+y

Alors Ker(®) ={(x,-x)/x0F n G} estisomorphed F n G.
Im(®)=F+G.

La formule résulte alors du théoréme du rang.

11° EXERCICE

Le fait que E, et E, soient des sous-espaces est a ranger dans la catégorie

« vérification immédiate ».
Pour tout /00 A4(R,R), on peut écrire, pour tout réel x :

1 1
S(x) =5(f(X) + /(%)) +5(f(X) =/ (=x))
ce qui montre que f se décompose en somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire. Autrement dit : 4(R,R) =E  +E, .
La seule fonction réelle qui soit paire et impaire est la fonction nulle. Donc
E,n E, ={0} et la somme est directe.

12° EXERCICE

1° Question
Si x=0, c’est évident.
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Sinon, la proposition 1.27 assure que la droite vectorielle Vec(x) a un
supplémentaire et qu’il existe une projection p de E sur Vec(x). Par
hypothése, cette projection commute avec 4: h(p(x))= p(h(x)). Mais
xOVec(x) et p(x)=x.Donc h(x)= p(h(x)) ce qui prouve que A(x)IV(x).

2° Question
Si un des vecteurs x ou y est nul, le résultat va de soit puisque 4(0) =A0 pour
n’importe quel scalaire A. Sinon :
1°cas: (x,y) liée
On peut supposer y =kx.D’ou :
hY)=kh(x)=> Uy =kAx=> uy=Ay=A=u
2° cas (x,y) libre
h(x+y)=Ax+ Uy . Mais h(x+ y) est lui méme colinéaire a x+y.D’ou :
v(x+y)=Ax+ Uy pour un scalaire V .
Il vient alors :
(A=V)x+(u-v)y=0
ce qui par liberté de (x,y) implique A=y =v.
Donc, il existe un scalaire A tel que pour tout x:A(x)=Ax. h est donc une
homothétie de rapport A : h=Ald .

13° EXERCICE

1° Question
Réflexivité :
UIxOE:xRx < O0OOF
Symétrie :
x,yOE: xRy « yRx o M yUE:x-yUOF « y—x0OF
Transitivité :
Ux,y,zOE: xR yetyRz=>xRz =
Ux,y,zOE:x—yUOF ety—-zOF =>x—-zUOF
Les trois propriétés résultent de la définition méme d’un sous-espace
vectoriel.

2° Question
Ox,y,x', VOE:xRx etyRy =>x—-x'0Fety—-y' 0OF
=x+y-(x'+y)OF = (x+y)R(x' +))
Ox,x'OE, 0K :xRx' =>x—x0F=ax-ax0F=axRax'

3° Question
La compatibilité de R avec + et . assure 1’indépendance avec le choix du
représentant des classes :
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Pour +:

Si x'=x et y'=y, alors xRx etyR) et, daprés la 2° question,
(x+)R (x'+"). Autrement dit : x+y=x"+".

Pour . :

Si x'=x et, alors xR x' et, d’aprés la 2° question, ax R ax’. Autrement

dit: ax=ax’'.
L’addition et la multiplication scalaire étant bien définie sur E/F , il reste a
vérifier les propriétés d’espace vectoriel de (E /F,+, ) lesquelles se
déduisent sans peine des propriétés correspondantes de E.
4° Question
Linéarité de s :
Ox,yOE,a, BOK :s(ax+ By)=ax+LBy=ax+Gy.
Noyau de s :
Ker(s)={x0E / x=0}=F
Existence de f" :
Soit xOE/F, en définissant f” (;) par [’ (;) = f(x), on s’assure de

I’indépendance de cette définition avec le choix d’un représentant de la
classe: si x'=x, alors x—x'0F et comme F OKer(f), f(x—x")=0 et
donc f(x)= f(x").
On a alors, pour tout x de E: f'os(x)=f"(¥)=f(x). Autrement dit
f=f"os.
Unicité de [ :
S’il existe f" tel que f"os=f=f"os, alors, pour tout x de E:
S1®)= /') done [ =",
5° Question
Cette application est la restrictionde s & F' : s
Surjectivité :
Soit xUE/F, alors x=x,+x et x=Xx,+x =X . Il existe donc un
—-— = —
OF  OF =0
antécédent a x pour s .
Injectivité :

0 = x=0 puisque Fet F' supplémentaires.
X =

Ker(s‘Fr) ={0} .

xOF' xOF'
' =0 < =
S () {_ {xDF
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Donc F'=E/F .

Autre voie :

Si I’on applique la question précédente en prenant pour f'la projection p de E
sur F' (pris comme espace d’arrivée) selon F, p vérifie manifestement la
condition F [ Ker(p), ce qui permet de conclure a [’existence de

p' E/F - F' vérifiant p = p'os. p étant surjective, p' aussi.

Pour xOE/F, p'(x)=0= p'(s(x)=0= p(x)=0=x0F =x=0. Donc
Ker(p") ={0} et p' estinjective.

p' est donc un isomorphisme de £/F 0 T F' (réciproque de s ).

6° Question
Si E est de dimension finie, l’isomorphisme précédent montre que
Dim(F") = Dim(E/ F) . Comme Dim(E) = Dim(F)+ Dim(F") :
Dim(E/ F) = Dim(E)— Dim(F)

14° PROBLEME

1° Question
Petite remarquable initiale : Ker(f %) = Ker(Id) ={0} .
a) f1(x)=0= ™' (x)=0.Donc Ker(f") O Ker(f™).

b) S’il existe un rang i pour lequel : Ker(fi) = Ker(f”l) _Alors
xOKer(ff) = f*(f(x))=0

= f(x)DKer(f™) = £(x)OKer(f")

= /() =0= xOKer(f™)

Donc, en tenant compte de a) : Ker(f™)=Ker(f™?).

¢) Comme Ker(f')OE, la suite des noyaux ne saurait étre strictement
croissante puisque E est de dimension finie ». Il va donc exister un premier
rang k pour lequel Ker(f*)=Ker(f*'). Et d’aprés b), cette égalité va

perdurer pour les rangs suivants. La suite va E&tre strictement croissante
jusqu’a ce rang k, stationnaire ensuite :

{o} O OKer(f)O--OKer(f*)=Ker(f*")=---0E

2° Question
Petite remarquable initiale : Im(f") = Im(ld)=E

a) y=/f"(x)=y=/"(f(x)) Donc: Im(f") O Im(f™).
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De 14, I’'usage du théoréme du rang :
pour tout i[IN, Dim([m(fi)) +Dim(Ker(fi)) =n,

permet de conclure directement que la suite des images est strictement

décroissante jusqu’a ce rang k£ (le méme que pour les noyaux) et stationnaire
ensuite :

EQ--OIm(fy- OIm(f*y=Im(f*"y=---0{0}

3° Question
Ker(f*) n Im(f*) ={0} . En voici la preuve :

i _ k _
xDKer(fk)Mm(fk):{f (x)k—Oj{ka(x)—O
x=f» [JSTO»=0
comme Ker(f**) = Ker(fk)

ff(x=0
= fk(y)z():x:O

Donc la somme de Ker(f*) et Im(f*) est directe. Comme de plus :
Dim(lm( %0 Ker( f")) = Dim(lm( 7 )) + Dim(Ker( f")) =n,
il en résulte que Im(f*)0 Ker(f*)=E.
4° Question
Ker(f*) stable pour 1

xOKer(fY)= A (x)=0= [(x)=0= A (f(x)) =0= f(x)OKer(f*).
Donc :

Ker(fYYO 0= Ker(f*)
x = f(x)
est bien un endomorphisme de Ker(f*).

Pour tout x OKer(f*), f;(x)=f"(x)=0.Donc f, nilpotente.

Im(f*) stable pour f:
yOIm(fYy=y == )= @)= f) 0im(f) = In(f*).

Donc :
Im(f*)0 0= Im(f*)
X b f()

est bien un endomorphisme de Im( ).
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Ker(f;)={0} :
xOim(/*) _ xOdm(f*) -
f(x)=0 xOKer(f*)

Donc f, est un isomorphisme de Im( f k.

ﬁ(x):OD{ x=0.

=04
Comme Ker(f*YOIm(f*)=E, tout x de E se décompose de maniére
unique : x= x, + Xx et:
- [
OKer(f*)  Olm(f*)

S = f(x) + f(x) = fo(x) + £1(x).

[ SR ] —

OKer(f*)  Olm(f*)

C’est la définition méme d’une somme directe d’application linéaire (1.40).

Donc f = f,0 f.

15° EXERCICE

Forme ¢,

Linéarité :

¢, (aP+ BO)=(aP+ BO)a)=aP(a)+ BO(a) = a¢,(P) + fp,(Q)

Noyau de ¢, :

Ker(#)={POR,[X] / P(a)=0} ={POR,[X] / P(X)=(X -a)O(X)}.
Matrice de ¢, dans la base canonique :

M@g)=(1 a - a')

Forme ¢,

Linéarité :

¢,(aP + Q) =D(aP+ 0O)(a) = (aDP + BDQ)(a)
=aDP(a)+ BDO(a) = ag,(P) + 5p,(Q)

Noyau de ¢, :

Ker($,)={POR,[X] / DP(a)=0}.

Matrice de ¢, dans la base canonique :

M(¢2)=(O 1 2a - na"_l)

Forme ¢,
Linéarité :
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¢s(aP+ BO) = j; (aP(t) + BO(t))dt =

aj; P(t)dt + B jol O(1)dt = ag;(P) + B#5(Q)
Noyau de ¢, :

Ker(d,) =[PD]R{n [x] / .[;P(t)dt =0} .

Matrice de ¢, dans la base canonique :

- L L.
M(¢3)—(1 > 3 n+1j
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CHAPITE 11

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE
POINT

1.
Det(AB) = Det(A)Det(B) (corollaire 11.24).
Det(A+B)=77?

Det(a A) =a’ Det(A), p taille de A (proposition I1.12).
Det(A") = Det(A)",n0ON (corollaire 11.24)
Det(A™") = Det(A)™, si A est inversible (corollaire 11.24).

2. Dans ’ordre : 0, 2, -10, 0, 0.

3. Si on écarte le cas trivial p = Id , une projection n’est pas un isomorphisme,
donc son déterminant est nul (proposition I1.27).

Pour une symétrie s*> =Id (proposition 1.33). Donc (Dez.‘(s))2 =1.
4. La proposition I1.22 assure que deux matrices semblables ont le méme

1 1)(0 1
déterminant. La réciproque est fausse: [0 0] (O 2) ont méme

déterminant, mais n’ayant pas méme trace, ne sauraient étre semblables. La
suite du cours, montrera qu’avoir méme trace et méme déterminant n’est pas
une condition suffisante de similitude.

5. On passe du premier au deuxiéme par €change des lignes 2 et 3. Donc
(corollaire 24 et proposition 15) ils sont de valeurs opposées.

6. Une premiére réponse est =1. Pour &tre plus précis, si n=2k ou
n =2k +1, k échanges de colonnes permettent de passer de la matrice donnée

a I, . Donc le déterminant est égal a (-D*.
7. Non : elles ont méme trace 6, mais des déterminants différents 6 et 4.
8. 4> =1=(Det(4))’ =1. Donc sur R, Det(A4)=1.

o o,
Et sur C Dez‘(A)D{l,e3 ,e 3 }
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I1°EXERCICE
En ajoutant les lignes 2,---,n alaligne 1, on obtient :
na+b na+b -+ na+b 1 r 1
a a+b a a a+b a |-al
Der(M,)=| . . =(na+b)| . ,
a a+b a - a+b)-al
Et en effectuant les opérations sur les lignes indiquées :
1 1 - 1
0 b 0 el
Det(M,))=(na+b)| . . . =(na+b)b
0 - 0 b

2° EXERCICE
La matrice 4, manifestement symétrique, s’explicite :

1 a a"!
a
A=
a
a"’! a 1

La multiplication par la matrice diagonale D, revient a multiplier chaque
colonne j de A par a’™' . Le terme situé ligne i, colonne j de 4D est donc :
(AD)z- = g

etlaligneide 4D :

(4D) . = ( g Qg it i a a”‘l)
D’ou 1;: terme situé ligne 7, colonne j de ADJ :
pour j#n
aa N —d T =051 > )
(ADJ)i,j = (AD)i,- J-,j =g g/ = i g =) gl = M = aj_l(l _az) sii=j
e 81 <j
pour j=n

(4DJ) =(4D) J.,=a""

n,n n,e

La matrice ADJ est donc triangulaire supérieure :
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1-a° * *
-2 .. :
ADJ = 0 (1 .a )a o
0 0 o'
n(n-1)

Det(ADJ)=(1-a*)""a"** "D =(1-a?)""a 2 =Det(A)Det(D)Det(J)
n(n-1)
Et comme Det(D)=a 2 etDet(J)=1:

Det(4)=(1-a*)""

3° EXERCICE

Une vérification aisée montre que (u,v,w) libre et engendrent un hyperplan
d’équation (application proposition II1.25) :

x 2 1 0
-1 0 1|
3 1 -

¢t 0 -1 -1

-1 0 1 2 1 0 2 1 0 2 1 0
x3 1 -l}=-y3 1 -lj+z|-1 0 1|-¢-1 0 1|=0+
0 -1 -1 0 -1 -1 0 -1 -1 3 1 -1

—x+y+z=0

4° EXERCICE

1° Question
D =a+b
D, =a* +ab+b*
D,=(a+b)D,_,—abD,_, pourn>2
2° Question
v' La formule est vérifiée au rangs n=1 et n =2
v' Si on la suppose vraie pour les rangs n—1 et n =2 :
D,=(a+b)D,_,—abD,_,
Et par application de I’hypothése de récurrence :
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1

a-—

D, =(a +b)L(a" -b")—ab (@' =b""
a—b b

L_((a+b)a" 5" -ab(a" ~5"™))
a-b
1 n+l n+l
=——(@@" -b
" ( )
3° Question
v' La formule est vérifiée au rangs n=1 et n =2
v" Si on la suppose vraie pour les rangs n—1 et n =2 :
D,=2aD,  —-a’D,_,
Et par application de I’hypothése de récurrence :
D, =2ana"" —=a*(n-1)a""*
=a"(2n—-n+1)

=(1+n)a"
Remarque :
La formule : D, =(a+b)D,_ —abD,_, établit une récurrence linéaire pour

la suite (Dn). Ce type de suite fera l’objet d’une étude générale au chapitre
1v.

5° EXERCICE

CIO C; C.][‘l C::‘l
0 1 -1 -1
G G C_,j'+1 Chi - L
Det(4,)=| ' '
0 1 Jj-1 j-1 _
Ci Ci+1 o Ci+j—1 o Ci+n—1 L.
0 1 j-1 n-1 -L
Cn CVn+1 e C1'n+j—l e CZn—l -l

En effectuant successivement les opérations ¢lémentaire indiquées en
commengant par celle qui affecte la ligne n, puis la ligne n—1 etc... on

obtient, en usant de la relation C/ —C/, =C/7' -
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c? C) . C.][‘l . cr!

9 Cg C/Jf‘Z C"’T_z
Det(A4,) = 0 C;I-O Ci];r_jg—z Ci/;r'_nz—z

0 @ e . e R

C2° C-jlf‘z C’;f_z
Det(4,) = c° O, C,{,;,,{z

Cf o Gl C;’.;.Zz

Avec la notation de la définition I1.19 : Det(4,) = Det ((Zn)\ln) .

I reste a itérer le procédé pour obtenir : Det(4,) = C,? =1.

6° EXERCICE

Dans C,_, [X] , de dimension 7, la liste (PO, B, P ) est liée. Donc il existe

n

n
des scalaires @; non tous nuls tels que : Za’iPl. (X)=0.
i=0

n
Donc pour tout j=0---n : ZG'IE (x;)=0. Autrement dit :
i=0
n B (xp)
dal| i |=0
=
ENACH)
Les scalaires a; étant non tous nuls, les colonnes sont donc liées ce qui amene
a conclure a la nullit¢ du déterminant.

7° EXERCICE

(Ff)»"'P;—l) est une liste échelonnée de Cj_l[X] donc une base Cj_l[X]

(exercice 0.1). Pour j>0, PJ.(X)—X-/ est de degré j—1 et est donc

combinaison linéaire de F,---P;_; :
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R oAl
P(X)=-X' =) aP(X) = P(X)=X'+) a.P(X).
i=1 i=1
En appliquant ce résultat pour j=n-—1:

n=2
I R(x) - B(x) xln_1+zaipi(xl)

I R(y) -~ Buyn) "

I B(x) - Bayx)|_|1 Rly) = Bo(x) x4 aB(x) _
: : : - =1 =

1 Pl(xn) Pn—l(xn) n=2
I R(x,) = Po(x) x"+3 aR(x,)

i=l

n=2
1 A(x) - BL(x) zaipi(xl)

I R() o Puly) x =
1 R(x) - B(x) xzn_l +1 R(xy) - F(x) zaiPi(xz)

. . . i=1

1 Pl(xn) Pn—l(xn) xnn_l n-2
1 Pl(xn) Pn—Z(xn) Zaipi('xn)

i=l

=0

car la derniére colonne est combinaison linéaire des autres

11 suffit ensuite d’itérer le procédé pour j =n—2,---,2 pour obtenir :

n—1
1 xl e xl

n—1
1 x2 e x2

n-1
1 x, - x,

Ce deéterminant est le déterminant de Vandermonde rencontré dans un

entracte du cours :V, (x|, Xy,*+,X,) = |_| (x; =x;)

1<i<j<n

8° EXERCICE
Les f; étant dérivables sur /: f, (¢t +h) = f,(t) + hf/(t) + he(h) .

D(t +h) = Det(f,(t +h),--, f,(t + 1))
= Det (£, (t) + hf(t) + he(h), -, £, (&) + hf,(t) + he(h))

Par multinéarité de Det :
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Det(f,(t+h),-, f,(t+h)) = Det( f;(t), -, £, (1))
+hiDet(fl(z),'-~,ﬁ,(z),~~,ﬁ,(z))
i=1

tous ces termes tendent vers 0 avec A

On a donc :

DG+ 1) = D)+ B Det (£ (). [0 f(0) + he(h)

i=1

avec lLing(é‘(h)) =0

Ce qui prouve la dérivabilité de D en ¢ et assure que :

D)= Det(fi(t) [0 (D))

i=1

9° EXERCICE

1° Question
Si Rg(Ad)=n, A est inversible, Det(4)#0 et AA=AA=Det(A)l

(proposition 11.31). A est aussi inversible et de rang n.
Si Rg(A)<n-—1, alors tous les déterminants de taille n—1 extraits, de 4 sont

nuls (proposition I1.26). Donc tous les cofacteurs sont nuls et A=0.

Si Rg(A)=n-1, Det(4)=0, AA=0=> Im(A) O Ker(A). La dimension de
Ker(A) étant alors de 1, le rang de A est 0 ou 1. Or un déterminant de taille
n—1, extrait de 4, donc un cofacteur, est non nul. Ce qui exclut Rg(A4)=0.

2° Question
Si Rg(A)=n, A est inversible, Det(A)#0 et AA= Det(A)I (proposition
11.31). Donc Det(A)Det(A) = Det(A)Det(I) = Det(A) =1.
Si Rg(A4)<n,la 1° question montre que Rg(;l) <n,donc Del(;l) =0.

10° EXERCICE
En posant 4= (ai’j)

i=l--n
jelen
a,+a -oa,ta
Det(A+aUU") =
an,l ta - an,n ta

Par multinéarité :
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LT I
I\ —
Det(A+aUU") =
an,l an,n
1 a, a, a ay -1 1
+al +oa
1 an,Z an n al,n an,n—l 1
PR
tous ces termes contenant 2 fois la colonne U sont nuls
J
!
Or aLl 1 alﬁ" n
! L= 2 Cof (),
-
a,, 1 a '

n,n

Donc Det(A+aUU")=Det(A)+ > Cof (4),
j=li=1

11° EXERCICE

1° Question
1 1 1
1 w W
Q= ) )
1 a)n—l . a)(n—l)(n—l)

Q est symétrique et Det(Q) est un déterminant de Vandermonde rencontré
dans un entracte du cours : Det(Q) =V, (1, w, -- LTy = (@ -af).

0<k<j<n-1
2° Question

Le terme situé ligne &, colonne j de QO est -
n - n
(QQ), ; = zw(k—l)U—l)w(z—l)(j—l) _ Zaf"‘”("”(;ﬂ—l)(j—l>
=T =

Comme W=w ' :
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n n
O — k=1)(-1) , —~(I-D(j-1) — I-1)(k-j
(QD), ;=D NI =3 D)
=1

=1
=1+ a)(k_j) +... 4+ ((U(k_j))(l_l) +... 4+ (a)(k_j))"_l
nsik=j
= 1_(w(k—j))n _ 1_(aj1)(k—j)
P R B ()
D’ou: QQ=nl,

=0sik#;

(ce qui montre au passage que Q™' = lf_l ).
n

Et QQ =nl, = Det(Q)Det(Q) = Det(nl,) = Det(Q)Det(Q) =n" .
Or, le calcul d’un déterminant d’une matrice s’effectuant comme somme et
produit de ses coefficient, opérations toutes deux compatibles avec la

conjugaison : Det(Q) = Det(Q) .

Et finalement |Det(Q)|2 =n".

12° EXERCICE
1° Question

ll.’mum’j .

Si A=LU. a, =Y
m=1

Pour i,j<k<n,ona:
v a;; terme de 4,

v l,=u,;=0 pour m>k puisque L triangulaire inférieure et U
k
triangulaire supérieure. Donc a; ; = Zli 7
m=l1

I en résulte que: A4, =LU,. Le paragraphe du cours dédié a la
décomposition LU précise :
v L est une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur sa diagonale.
Donc L, aussiet Det(L,)=1.
v' LU est une matrice triangulaire supérieure avec des termes non nuls
sur sa diagonale. Donc U, aussi et Det(U,)#0 .

Donc Det(A,)=Det(U,)#0.
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2° Question
Soit H, :
Soit AOM, (K), si Det(A4,)#0 pour i =1---n, alors il existe un produit L'
d’opérations élémentaires de type II tel que :

pF e *
oo .
L'a= . . ., |avec p,#0pouri=1l---n.
0 - 0 p,
v H, est manifestement vrai.
V H, =>H,
Soit AOM, (K) :
%
A :
A= « | avec Det(4,)#0 pour i=1---n,
an,l an,n—l an,n

alors, selon #,_, , il existe un produit L' d’opérations élémentaires de type II

n

tel que :
p* e ¥
, 0 . . ]
Ld, = . . . . |avec p;#Z0pouri=1---n—-1.
0 - 0 p,_
L' n’affectant pas la ligne n de 4 :
* % %
b
. * .
L'4d=
0 0 pn—l *
an,l an,n—l an,n

Comme p, Z0pouri=1---n—1, on peut appliquer a L'A le produit
d’opérations élémentaires de type I :

n-1
[1Zna.rn
=1

(la notation est celle de la définition I.14)
ce qui donne :
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ot * *
- 0 T, X * .
L L'A=
] 1,n,—an,,'/1’i 0 0 pn—l *
0 o0 b

n,n
Si I’on peut prouver que b, , #0, H, est démontrée...

Or le déterminant d’une opération élémentaire de type Il ou plus exactement
de la matrice qui le représente est égal a 1. Donc :

n-1
Del( El Li’n’—an,l-/p,.L’A] = Det(A)

Quant a la matrice triangulaire de droite, son déterminant est:
bp; ”’pn—lbn,n .
Donc : Det(A)= p,p, - p,-1b

Or selon I’hypothése initiale sur 4 : Det(A) =Det(A,)#0. Ce qui assure
b,,#0 etdonc .
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CHAPITRE 111

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT
1. Linéarité sur la premiére composante :
®(aP+BP,0)=(aP(0)+ BP'(0)0(0)
=aP(0)0(0) + BP'(0)0(0)
=a®(P,0) + BP(F.0)
@ est manifestement symétrique, ce qui dispense de vérifier la linéarité sur la
deuxiéme composante.

Pour le deuxiéme exemple, non symétrique, la bilinéarité doit étre vérifiée sur
les deux composantes. Il suffit d’adapter la démonstration précédente.

2. Dans la base canonique de R :

1 0 1

M@®)=0 -1 2

I 2 0
1
Comme exemple de vecteur isotrope, on peut citer : | 1
0

3. Si x, y sont isotropes pour la forme bilinéaire symétrique ® :
P(x+y,x+y)=P(x,x) + D(y, ) +2P(x, y)

=0 =0
Par conséquent, x+ y est isotrope si et seulement si ®(x,y)=0, autrement

dit si et seulement si x, y sont P-orthogonaux.

4. Elle est diagonale (proposition III.15)

5.
(G- v} '
) , =x"+y°.Levecteur | [, par exemple, est isotrope.
Y)\y I
6.
(xrysx=p)=(ex) +{yi=p)+(x =)+ (yix)

2 2
=" =
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Donc :

(r+p) =) = o =]y

Reésultat qui s’énonce en géométrie élémentaire : un parallélogramme a ses
diagonales orthogonales si et seulement si ¢ ’est un losange.

7.

DyDE:<x;y>=<y;x'> - DyDE:<x;y>—<x';y>=O

= DyDE:(x—x';y>=0 - x—x'OE"

Or un produit scalaire étant une forme définie est non dégénérée (proposition
11.9) et (définition I1L.4) : £” ={0} . Finalement, on en déduit : x=x".

8.
D’apres I’inégalité triangulaire : ||x + y|| S||x|| +|| y" Cette inégalité résulte de

celle de Cauchy-Schwarz (théoréme 111.17). Pour que ||x + y|| = ||x|| +|| V||, il est

donc nécessaire que 1’égalité soit vérifiée dans Cauchy-Schwarz. autrement dit
que x, y soient colinéaires. Mais pour avoir une condition nécessaire et
suffisante il reste a préciser : x, y soient colinéaires et de méme sens.

Pour :||x + y||2 = ||x||2 +||y 2, la réponse est fournie par Pythagore : x [y .

9. Uniquement si F' est un sous-espace (proposition II1.10). Si F n’est pas un
sous-espace, (F”)"” est lui un sous-espace (proposition IIL8) et 1’¢galité

F =(F™)" ne saurait avoir lieu.

10.
X -1 X 1
yiO] 1 jet]|y O -2 @{—x+y+z=0@{—x+y+z=0
x—2y+z=0 —-y+2z=0
z 1 z 1
3
Donc, par exemple, | 2 | répond a la question.
1
11

1(x) =f(<x;u>u) =<x;u>f(u) =<x;u><u ;u>u = f(x).Donc fi=f
=l

Ker(f) ={x / (x ; u> = 0} =Vecw)"” Im(f)=Vec(u).

En résumé, f'est la projection orthogonale sur Vec(u) .

12.
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| 2 -1 2
-2 2 1
3

1 -2 2

13. Elles sont toutes deux orthogonales (et en plus symétrique pour la
premiére) donc M~ =M".

14.
(X5Y)=(+i)i +(A=Dl+(=D(A=i)==i+1+1=i=1-i=1-3i
(v;x)

|x

=(X;Y)=1+3i

,=V2+2+1=45 |y], =V1+1+2=2

15. Non : elle posséde un terme non réel sur sa diagonale (cf remarque suite
aux définitions 111.44).

16. Non,, dans un espace hermitien :
(x+ysx=y)=(x;x)=(yiy)={x;2)+(r:x)
=l = + (s x) = (v 5)

=" =" + 21m({y 2

18.
. 201 2
— 2 2 i
3
1 =20 2i

19. Oui : Soit 4=(ay ;);., DM, (C) :

j=l--n

A hermitienne et antisymétrique < Uk,j=1--n:a, ;=-a;, =a;,;
Or ces conditions sont équivalentes a :

v les termes de 4 ont une partie réelle nulle,

v Ok,j =l--n:aq, ;==a;,,
v’ Les termes de la diagonale sont nuls.

( 0
Exemple: |

i o o
Oj est hermitienne et antisymétrique.
—1
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1° EXERCICE

1° Question

1 0 0
0|, [1], | O] sontdes vecteurs isotropes.
0 0 0

2° Question

01 1
La matrice de Q dans la base canonique est: | 1 0 1| de rang 3. Autrement
1 10

dit Q est non dégénérée.

3° Question
Soit @ la forme bilinéaire associée a Q :
0 1 1)1 1

D(u,u,)=(1 1 0) -1|=(1 1 2)|-1|=0=u Ou,.

D(up,u;)=(1 1 0) 1=(1 1 2)] 1 |=0=u Ou

-1 -1
01 1)1 1

Puy,u)=(1 =1 0)[1 0 1| 1 |=(-1 1 0)] 1 |=0=>u, Ouy

I 1 0){-1 -1

= Y
—_—O = = O
O = = O =
[
—

Donc b = (u;,u,,u;) base ®-orthogonale de R”.
Dans cette base, M, (®) est diagonale comme le prévoit la proposition II1.15 :

o) 0 0 2 0 0
M,(®)=| 0 Ow) 0 |=/0 -2 0
0 0 Ow)) (0 0 =2

2°EXERCICE

1° Question
Vérification immédiate...

2° Question

®(P,P) = iP(i)z >0.

i=0
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®(P,P)=0 < D P>i)’=0 = 0i=0---n: P(i)=0.
i=0
Or POR, [X ] ne peut posséder n +1 racines distinctes sans étre nul. Donc
®(P,P)=0 < P=0.
® est définie positive donc est un produit scalaire sur R, [X ] .

3° Question
En se remémorant du probléme 0.12 :

1 X(X =1)- CB<)) (X =n)
L(X)=— H(X k)= i(i - ...N...(i_n)
l_l(l k) k¢1

k#i
répond aux exigences.
Pour i, jD{O n} :
i%j

(LisLy)= ZL(k)L(k) { L tsiim)

Donc (L, -+,L,) base orthonormale de R, [X ]

4° Question
Oui, la démonstration effectuée a la 2° question :
P(P,P)=0 = P=0
fondée sur le nombre maximum de racine d’un polynéme non nul reste valide
dans C, [X ]

En revanche, ®(P,P) =0 ne tient plus.

3° EXERCICE

1° Question
Selon la propriété de f:

O0sii#j
(fle):fe))=(e e;)= {lsii:j

ce qui, selon la proposition III.29, montre que ( fle), - f (en)) base

orthonormale de E.

2° Question
Pour x, yOFE, a, SOR, i=1---n, par bilinéarité du produit scalaire :

(flax+By)y-af(x)-Bf(»); fle)=
(fax+By); fle))—alf(x); f(e))=B{S () f(e))
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Comme f conserve le produit scalaire :
=(ax+Byie)-alx;e)=B(r;e)=0

Donc f(ax+ By)—af(x)—Bf(y) est orthogonal a tous les f(e;) lesquels

forment une base de F.

Donc f(ax+fBy)-af(x)-Bf(y)OE” ={0} . Et:

flax+By)=af(x)+Bf(y).
ce qui assure la linéarité de f.
De plus f transforme la base (el,m, en) en une base (f(el),m, f(en)) et

est donc un isomorphisme de E.

4° EXERCICE

Les deux matrices citées vérifient : M'M =1 et sont bien orthogonales.
Réciproquement :

a*+b* =1
a ¢ 2 2
M= b d orthogonal < Jc¢”+d” =1
ac+bd =0
¢ +bc? = brd> +b2c* = ¢ b (c* +d?) =
%,_J
= +d“ @’ =drd’d=dd =4 T
d*(b* +a*) =
= d%? a2t =d%? (%ra )

Si a =d , alors la condition ac +bd =0 impose ¢ =—-b et:

a -b s o
M= 5 avec a” +b° =1 (Det(M)=1)
a

Si —a =d , alors la condition ac+bd =0 impose c=b et:

a b s o
M = b avec a” +b° =1 (Det(M)=-1).
-a

Dans les deux cas, la condition a”+5* =1 permet de poser a =cosé et
b=sind.

5° PROBLEME

En préalable remarquons que M (xl,mxk) est la matrice symétrique :
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<x1§x1> <x1?:xk>
(xesx) o (nin)

M(xl’...xk):

1° Question

Si la liste (x,.---x,) est orthonormale, (x,;x =1 > /D :
1 1a 11Ste Xppt ot Xy est o onormale, <xi,xj>— 0 sinon . bans ce cas :
M(xl,'-~xk)=lk.
(ax;ax) - (ax;x)| @ (x;x) - ax;x)
Glax,~x)=| 1 i o=l i
(xesax) - (nsx)| lalxsx) - (xx)
alx;x) - alx;x) (xsx) o {x5x)
=a| L |=at] K :

<xk3x1> <xk3xk> <xk3x1> <xk2xk>
=0'2G(X1,"'xk)
Plus généralement : G(xl,---,a’xl.,---xk) =a’2G(x1,---,xl.,---xk).
2° Question
(s,
Notons M, ; = : la colonne j de la matrice M (xl,---xk) .
()
Une combinaison linéaire des M, ; s’écrit :
i ! <xlfxf> ! aj<x1;xj> ] <x1?f’fxf>
Za_/M-,_/ = Za_/ PEY : = : =

J=1 Jj=1 Jj=1 j=1
<xk ; x_/> a; <xk ; x_/> <xk ; a_/x_/>
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Si la liste (xl,---xk) est liée, il existe des a; non tous nuls tels que
k k
Za’jxj=0. Mais alors Za'jM,’]:O, les colonnes de la matrice
]’:] /—1

M(xl,mxk) sont liées.

Réciproquement, si les colonnes de la matrice M (x1,~ . 'xk) sont liées, il existe

k
des a; non tous nuls tels que Za M. ; =0, ce qui implique :
=i
k k
X5 ;% 2.a;x; Ox,
j=1 j:l

k
Zajxj Ux,
J=1

k
Mais alors Za'jxj, qui appartient a Vec(xl,---xk) par définition, est
J=1

orthogonal a tous les x;, donc appartient a Vec(xl,- X )D .
k

Comme Vec(xl,---xk) n Vec(xl,---xk)D ={0} , Za’jxj =0. et la liste
j=1

(xl,mxk) est liée.
Donc : (M,,l,m,M,’k) liée = (xl,mxk) liée
Et la dépendance linéaire des colonnes de la matrice M (xl,---xk) équivaut a
G(xl,mxk) =Det(M(xl,~~xk)) =0.
3° Question

Si la liste (xl,mxk) est libre, Vec(xl,mxk) est un sous espace de dimension

k et posséde une base orthonormale (ul , ~uk) (proposition I11.31).
Si on note X, OR* les coordonnées du vecteur x, dans cette base :

<xz' ?x_/>:X_;Xi

Et en posant X:(X1 || Xk)DWlk(R) :
XtX :(X_;Xi)i‘ql..,kk :(<xl. ;x-/>)i‘=ll---/c1( =M(xla"'axk)
Ja- o
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D’ou:
G(xl,mxk) =Det(M(x1,~~xk )) = Det(X' X) = Det(X)* >0
résultat qui précise la question précédente.
4° Question
(y;y) (rx) - (yix)
<xl ;y> <x1 ;x1> :

(505 7) (i)

En utilisant la décomposition : y =y, + »,
— =

G(y7xl:'“xk) =

OF  grt
(v;9) =" =[] + ]l (Pythagore)
Cosmy=(xsm+ ) =(xm)+ (sm) =(x0)
~—

=0
puisque y, OF o

I+l Grsx) o (i)
G(y,xl,'~xk): <x13.y1> <xl;xl> . :

<xk;)’1> <xk ;xk>
||yz||2 <y1 3x1> <y1 ;xk> <y1 3yl> <J’1 ?x1> <yl 3xk>
- O <x1;x1> ' +<x1%y1> <xl;xl> _ :
6 <xk;xk> <xk§yl> <xk;xk>

=y, G (x %)+ G(ypxs e x,)
Or y1DF=Vec(x1,...,xk) donc (yl,xl,mxk) liée et G(yljxl’...xk):o'

Dot : [y, = G(r.x)

6° EXERCICE
1° Question

Bilinéarité et symétrie ressortent de la catégorie « vérification immédiate ».
De plus :

! 2
j_lP(z) dt=0
J‘_IIP(z‘)2 dt=0= P =0, puisque ¢+ P(¢) continue sur R .
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On a donc bien un produit scalaire sur R, [X ] .

2° Question
L(X)= D'(X? -1)". Ces polyndmes, a un coefficient multiplicatif prés, sont
connus sous le nom de polynome de Legendre. Les premiers sont aisés a
calculer :

Ly(X)=1,L(X)=2X,L,(X)=12X> -4,
Par ailleurs (X? —1)" est de degré 2i, L(X)= D'(X? -1)" est donc de degré
2i—i=i.Laliste (LO,LI,---,Ln) est échelonnée et forme une base de R, [X]

(exercice 0.1).
La suite va montrer que cette base est orthogonale.

Petite remarque préalable: 1 et —1 sont racines multiples d’ordre i de
(X*=1)" donc sont aussi racines de D'(X? —1)' pour /<i.
Soit j <k
(I . 1 , _

(L3 L)=[ D/ =1y D@ =1 de = [ D7 (> =1y (D (1 1) ) e
En intégrant par partie :

, o 1 1y e
(L,:L)=[ D@ =)/ D@ = | =] D@ -1/ D@ -
Or, selon la remarque préalable, D*' (> —1)* s’annule en 1 et —1 :

|-, o
(L;5L,)= —j_lD-’ "> =1/ DN =1 dt .
11 reste a itérer le procédé pour aboutir a :

el . S
(L;:L,) =('1)JLD2] "2 -1 DN -1 de =0
=0

7° PROBLEME

1° Question
La symétrie de ® frise I’évidence.

Par ailleurs : ®(x,x) =%(||2x||2 [ =[x ) = [+ et | | est une norme.

2° Question
Selon 1’égalité du parallélogramme :

1 1 1
00 = oo e ~bF) = (o8 2 bl

1
= (b ol =)
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1 1
o) = ol ol ) = (bl o) = o)
b)
U 1 U I
@G+ 9= (o 4o e =5

. b2 , .
ajoutons ||x -x - y" pour I’enlever un peu plus loin...

U 1 U U U U
O+, ) = | et 4o e o et o o off

1) 2)
Or selon 1’égalité du parallélogramme :

D et 4+ =2ef” 2 4o
D) =3+ == =] = 2= -2
En reportant :

1
e+ y) = ([ + +off == ff - [T

La encore on rajoute un terme pour ’enlever plus loin...

I — 1 I I
@+ .9) = [+ 3 | [l (=5 [l -
o0y =0(x,-y)
=P(x',y) - P(x,-y)
Et selon la symétrie de ® et a) :
D(x+x,y)=D(x, )+ P(x', ).

3° Question
P(ax,y)=ad(x,y)
a) a N
Récurrence sur o :
la formule est vraie pour a =0.
En la supposant vraie au rang @ :

®((a+1)x,y) = D(ax +x,y) = D(ax,y) + P(x,)) (selon la 2° question)
®((@+Dx,y) =a®(x,y) + D(x,y) = (@ +)P(x, y)
(selon I’hypothése de récurrence)

b) Extension a Z
Si aUZ-N, —aUN et ®(ax,y)=D(—(—-a)x,y) =-P(-a)x,y) =ad(x,y) .

¢) Extension a QQ
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Sia=2,p07,q07%,
q

D(ax,y) = CD(Ex,yJ =lq¢[£x,yJ =l¢(q£x,yJ =£¢(x,y) :
q q q q q q

4° Question

@ (ax,y) = (Jax-+ v} =[xl =[] ) est continue sur R du fait de la

1

2
continuité de la norme sur £ et des opération algébriques usuelles.
Tout réel a est limite d’une suite de Cauchy de rationnels :

aszim a.,a,0Q.
qJ(a'x,y) = q)(kLi’f a'kx,y) = kLUz1 qJ(a'kx,y) = kLlT (a'kCD(x,y))

= k]{ﬁ(ﬂ,{d)(x,y)) = ijlzzo(a’k )CD(X,)/) =a¢(x,y).

8° EXERCICE

Base orthonormale de F' : un vecteur unitaire colinéaire a ¥V comme EV fait

I’affaire
Base orthonormale de F" :
X

U=|y|OF" « V*U=0 = x+iy+(1+i)z=0.
z
1
L i | qui est unitaire.
V2
0
Reste a déterminer un deuxiéme vecteur U, orthogonal a V et U, donc
V*U, =0 x+iy+(1+i)z=0
U *U, =0 {

On peut choisir : U, =

vérifiant :
x—iy=0

i
. 1 .
Le vecteur unitaire U, = B 1 convient.
-1-i

. 1
Commentaire : (5 V,Ul,UZ) forme une base orthonormale de C>. Selon la

proposition I11.63, la matrice de changement de base :
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/2 12 2
o= -i/2 i/\/z 1/2 est unitaire :
1-0/2 0 (-1-i)/2
> Q:=matrix([[1/2, 1/sart(2), /2], [-1/2, I/sqrt(2), 1/2], [(1-1)/2,
0, (-1-1)/211);
1 1
22 !

DL -
—_
—

27200

> multiply(Q, htranspose(Q));

10
0 1
0 0
1° Question
Le corollaire I11.62 assure que QLU (n) = |Det(Q)| =1. Donc si on considere

9° EXERCICE

le morphisme de groupe: (U(n),X)DﬁtD» ((C*,X), son  noyau
{QDU (n) /Det(Q)=l} est un sous-groupe de U(n) .

2° Question
Il est clair que toute matrice de la forme proposée est unitaire et de

déterminant 1.
Réciproquement :

SOnggz[Z ;jDﬂ@(C):

aa+bb =1 |caa+chb=c¢ |-bda+chb=C
cc +dd =1 cac +add =a —chd +add =a

ousv2) -5 . - = _ = B _

ac +bd =0 ac =-bd ac =-bd

ad —bc =1 ad —bc =1 ad —bc =1
b(-da+ch)=c¢ 3
S TE— -b=¢C c=-b

={d(-chb+ad)=a={ d=a ={ d=a
%,—/ —
=1 ad —bc =1 aa +bb =1
ad —bc =1
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10° EXERCICE

1° Question
La linéarité de I’intégrale permet de vérifier aisément :

(f+f8)=(f:g)+(/";8)
(af;g)=a(f:g) aOC

Ensuite :

(fig)= fomf (Hg(t)dt =I02”mg(t)dt =(g; f).

Enfin :
(1) =["1r@f =0 et

(r:/)=0=["|/@]'d=0= f@)=0sur [0.27] puisque f et done
t| £ ()| est continue sur [0,277].

2° Question

. — (" ikt —ijt _ 2rsik = . .
<fk,f_,»>—jo ee _{Osik;tj (voir exercice 0.5).

La liste n’est pas orthonormale puisque < Jis fk> =27

Si on souhaite une liste orthonormale il faut définir : f, (¢) = e

1
2T

11° EXERCICE

La liste (el,'-~,ek) étant orthonormale il s’ensuit que k£ <n. Cette liste peut

étre complétée (proposition II1.58) en une base orthonormale (el,' e, ) Dans
X

cette base les coordonnées d’un vecteur x sont: | : | ou x; = <x ; el.> .et

n

n k
2 2 2
[ = 20 2 2 -
1 1
i=1

i=1

12° EXERCICE

A ceci prés que la condition <el. ;ui>>0 perd son sens puisque <el. ;ul.>

n’appartient pas a priori @ R, la réponse est positive. Pour s’en convaincre, il
suffit de reprendre la démonstration de la proposition I11.31...
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CHAPITRE IV

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT
1. Ker(f) ¢{O} ,fn’est pas inversible et Det(f)=0.

2. Oui, si v vecteur propre associé a A, tout vecteur non nul colinéaire a v I’est
de méme.

Non : {f(v) =

f(v)=,uv:>()l_’u)v:():>/] = puisque vZ 0.

1 0
3.0ui: ar exemple.
[y ) rresemp
4. Oui : proposition IV.12

5. Tout dépend de la dimension du sous-espace propre associ¢ a la valeur
propre double. Elle sera diagonalisable si et seulement si ce sous-espace est de
dimension 2 (voir corollaire IV.11).

6. Elle sera diagonalisable si et seulement si la dimension du sous-espace
propre associé¢ a cette unique valeur propre A est 3. Mais alors E, =E et
pour tout X, MX =AX . La matrice est donc une matrice d’homotéthie donc
déja diagonale.

7. Pour les valeurs propres, la réponse est immédiate puisque, les matrices M
et M' semblables expriment un méme endomorphisme f. On a alors:
Det(M = AI)=Det(M'—=AI)=Det(f —AI) et M et M' ont le méme
polynoéme caractéristique.

Pour les vecteurs propres, c’est plus subtil : en terme « intrinséque » (sans
référence & une base), les vecteurs propres sont les mémes puisqu’il s’agit
d’un méme endomorphisme... En terme de matrices, si M exprime f/ dans une
base b et M' dans une base b', les vecteurs propres v de f auront des
coordonnées a priori différentes dans les bases b et b’

8.Si x=x +x,, f(x)=f(x)+ f(xy) =Ax + px, donc f(x)UE, DE,.

OE, OE 0E, OE

H H

9. Oui : voir proposition IV.19.
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10. Oui puisque les valeurs propres de M sont les n racines (distinctes) niéme

27, (-2

de I'unité : 1, e71,~~, e " etlaproposition IV.12 s’applique.

11. Non pas nécessairement. Les matrices 4, et 4, du cours ont le méme
polynéme caractéristique : C, (X)=C, (X)=—(X —2)(X -1)*, mais I’une

est diagonalisable et 1’autre pas...

=i
12. Oui, exemple : ( lj a pour valeurs propres 0 et 2. Nous verrons
i

ultéricurement que c¢’est le cas pour toute matrice hermitienne, autrement dit
de toute matrice égale a son adjointe selon la définition I11.44.

13. Qu’clle admet aussi comme valeur propre 1+2i=1-2i (proposition
IV.13).

14. Oui car elle admet aussi comme valeurs propres 1—i et 2+i, ce qui
donne 4 valeurs propres distinctes et la proposition IV.12 s’applique.

15. Non pas nécesairement : voir la réponse a la question 11.

16. Oui : elle est triangulable (corollaire IV.16) et :

Tr(A) = Zn:Ai, Det(A) = ﬁ A: (corollaire IV.17).

On peut ;:ssi justifier la rlZponse en s’appuyant sur la proposition IV.3.

17. Une matrice antisymétrique a tous les termes de sa diagonale nulle (voir
définition 0.23). Elle est de trace nulle et la somme de ses valeurs propres

répétées selon I’ordre de multiplicité est nulle.

18. Tr(4)=6.Donc A, =2.

19. Oui. Elle est triangulaire et ses valeurs propres sont exposées sur sa
diagonale. Il suffit d’observer qu’elles sont distinctes...
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20. Spec(AU B) = Spec(A) U Spec(B) . En effet :
A=A1] 0 |
CADb(/]):Det(ADB—/]I)z‘ 0 ‘B—AI‘
= Det(A—Al)Det(B - AI) (proposition II.18)
=C(DCp(AH)

21. Elle n’est pas vraiment triangulaire, mais dans le calcul du déterminant
cela ne va pas changer grand chose :

-1 2 -1 1
0 -1-1 4 2 2-1
Der(M =AD=| o a-a o =(1—/1)(—1—/1)‘ 4_/]‘

0 0 3 4-2
=(1=-D(1=-D)2 -4 -1)
Spec(M)={-1,1,2,4} .

22. Elle est de rang 1, son noyau E, est de diemsion n—1 et admet 0 comme

valeur propre de multiplicité 0. Sa trace est » et I’autre valeur propre est donc
n.

23. Elle est de taille 4x4 . D’apres la proposition IV.3, son déterminant est 4,
sa trace 2.

24. C,(X)=Cyz(X) = Spec(A) = Spec(B)
Mais la réciproque est fausse: deux polynomes caractéristiques distincts
peuvent avoir les mémes racines. Exemple :

CiX)=(X =1 (X -2)
Cy(X) =(X ~1)(X ~2)°
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1° EXERCICE
Cy(X)=~(X =1’ (X +1).

-1 valeur propre simple et 1 valeur propre double.

t—6
E_ =Vec(u) avec u 22
t+2
E =?
—3x+tx/§y+3z=0 J2v=0
(4 -DNX=0 < -x+z=0 @{t -
—x+z=0
x+l\/5y—z=0
1

Sit#0, E, =Vec(v) avec v| 0 | et 4, n’est pas diagonalisable.
1

1 1
Sit=0, E, =Vec(v,w)avecv| 0| etw| 1| et 4 estdiagonalisable.
1 1

Cp (X)=(X +1)(1+2cost — X)(X +2cos?).
Spec(B,) ={—1, —2cost, 1+ ZCost} . Mais attention ces valeurs ne sont pas

nécessairement distinctes. ..

1
a) —1=-2cost = cost =§ et Spec(B,) ={—1, 2} . Dans ce cas :

01 1 1Y(0 1
B=|1 0 1| E =Vec||-1|| 1 || E, =Vel||1
110 0)\-1 1

B, est diagonalisable.

b) —1=1+2cost = cost=-1 et Spec(B,) ={—1, 2} . Dans ce cas :

0 1 2 1 2
B=1 0 2| E =Vec||l E,=Vec|| 2
2 1 0 1 -1

B, n’est pas diagonalisable.
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¢) —2cost =1+2cost = cost = —% et Spec(B,) ={—1, %} Dans ce cas :

0 1 2 2 1
B =1 0 2| E, =Vec||-1 E, =Vec||1
2 1 0 2 2 1

B, n’est pas diagonalisable.

1 1 .
d) Dans tous les autres cas : cost D{E’ -1, _Z} , les trois valeurs propres sont

distinctes et B, est diagonalisable.

2° EXERCICE

a—-X 0 b
C,(X)=DaM -xny=| 0 4TX P 0 |2
0 b a—-X 0
b 0 0 a—-X

(a—X)((a—X)((a—X)z —bz))—b(b((a—X)z —bz)) =
(@-x7-2?) =(a-b-x) (a+b-X)
Spec(M)={a+b,a—b} .

Le cas a+b=a—b est simple a traiter puisqu’alors b=0 et 4 =al. Sinon,
on est en présence de deux valeurs propres sont d’ordre 2.

En posant V' = , on détermine :

~ N e o=

E,.,

a

—bx+bt=0 xX=t
(M =(a+b)I)V =0 < .D’ou:

—by+bz=0 (cafl;#O) y=z

E,, =Vec

a

et Dim(E,,,)=2

b

S = = O
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Ea—b
bx+bt=0 x=-t
(M =(a-b)I)V =0 = - :
by +bz =0 (car b20) |y =~z

0

0 1
E, , =Vec o I' -1 et Dim(E,_,)=2

a

-1 {0

Comme Dim(E,,,)+ Dim(E,_,) =4, la matrice est diagonalisable.

3° EXERCICE

On va sous-traiter cet exercice :

> with(linalg):
> M:=matrix([[I, O, 1-17, [I-1, 1, 1-I], [0, O, 1]1D);
1 0 1-
M=|-1+1 1 1-1
0 0 1
> charpoly(M,X);
(X-I)(X-1)*
> eigenvalues(M);
1,1

> eigenvectors(M);
[ 1, {[1L1,0]}], 12 {[0,1,0],[1,0,1]}]
> with(procalgebre);
[ determinant , diago, gershgorin , inverseGJ, inverseplus , inverseplusr , pivotG, pivotG2 , pivotGJ,
reductible |

> diago(M);
I 0 O][1 O
0 1 0} 1 0
0O 0 1]{0 O
> P:=%[2];
1 0
P=/1 1 0
0 0
> inverse(P);
1 0 -1
-1 1
0 0 1
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4° EXERCICE

1° Question
Cy (X) = (1= X)(X* = (144, X +a, =bc, = by, ).
Le discriminant du deuxi¢me facteur est :
A=(1+a,)’ —4da, +4bc, +4b,c, =(1—a,)’ +4b,c, +4b,c,
Et les hypothéses b,c, >0, b,c, >0 imposent A>0.

Ce deuxie¢me facteur a deux racines réelles distinctes. Encore faut-il qu’elles
soient distinctes de 1.

Si 1 était racine de ce facteur X°—(1+a,)X +a, —bc, —byc,, alors
bc, +b,c, =0, ce qui contredirait les hypotheses b,c, >0, b,c, >0.
Donc M a trois valeurs propres distinctes et est diagonalisable.

2° Question

1 5 O
Soit M =| b a, b, | symétrique:
0 b 1

208pec(M) 2—a, =b’ +b? b12+b22=1'

On peut choisir, par exemple (mais on peut trouver plus tordu...):
b =1b,=0,a, =1

{ODSpec(M { a, =b’ +b; {az =1

1 10
etM=|1 0 O
0 0 1

Comme vecteurs propres associés a 0, 1, 2, on peut donner | —1 |, , ,

1
1 0 1
qui conduit a la matrice de changement de base: P=|-1 0 1| eta son
0 1
.1y
2 2
inverse P"'=|0 0 1.
1 1
- = 0
2 2
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5¢ EXERCICE

1° Question
Cr (X)=(cost—X )2 +sin’¢. Les valeurs propres sont ¢’ et e donc non
réelles si ¢ # km (si t =k, R ==I). Interprétation géométrtique dans une
rotation du plan R?, aucun vecteur n’est colinéaire a son image (sauf si
t=kim).

2° Question
Cs (X) = X?*—cos’t—sin’t=X* —1. Les valeurs propres sont —1 et 1 et S,
est diagonalisable sur R .

E, ={u OR? /S, (u) =u} =Vec([cos(t/2)n

sin(z/2)
sin(¢/2
E_1={uDR2 /S,(u)=—u}=Vec ¢/2)
—cos(t/2)
sont les deux sous-espaces définissant la symétrie et sont orthogonaux pour le
produit scalaire canonique de R*.

6° EXERCICE

Co(X) ==X -1y

1 est valeur propre triple. Si 4 était diagonalisable, E| serait de dimension 3 et
A serait la matrice identique ce qu’elle n’est visiblement pas.

1
Un petit calcul montre d’ailleurs que E, =Vec| | 1
1
Pour que I’endomorphisme f représentée par la matrice 4 soit représentée dans
1 10
une autre base (u,v,w) par la matrice A'=|0 1 1 |,il faut et il suffit que :
0 0 1
fw)=u A-DHU=U
fW=u+v = 3A-1V=U
fw)y=v+w A-IWw=V
1
Pour U, on peut prendre le vecteur propre U =|1|.
1

Il reste ensuite a résoudre :
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-x+y =1
-x+y =1
A-0V=U = —yt+tz=1 «:{
—y+z=1
x=3y+2z=1
-1
Et on peut choisir: V' =| 0
1
Puis :
-x+ =-1
d -x+y =-1
A-DW =V = —y+z=0 <
—y+z=0
x=3y+2z=1
1
et on peut choisir: V' =| 0.
0
Il reste a vérifier que (u,v,w) est bien une base :
1 -1 1
Det(u,v,w)=|l 0 0]=1.
1 1 0

7° EXERCICE

1° Question
Si f'et g possédent une base propre commune b :
M, (f) = Diag(A,--,A,) M,(g)=Diag(t,",H,)
Les matrices diagonales ayant le bon gotit de commuter :
My (fe) =M, (fIM,(g) =M, ()M,(f)=M,(gf).

Et M, (/g)=M,(gf) = fg=gf .
2° Question
Soit xUE, :
f(x)=Ax= g(f(x))=Ag(x) et en appliquant fg=gf : f(g(x))=Ag(x).
Donc g(x)0E,.
E, est donc stable pour g . La restriction g est un endomorphisme de E,

et posséde au moins une valeur propre 4 (on est sur C donc le polyndme
caractéristique a au moins une racine) associée a un vecteur propre. Il existe

donc yUE, —{0} tel que g(y)=uy.
En résumé chaque sous-espace propre E, de fcontient un vecteur propre de g.
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3° Question
Si f'a n valeurs propres distinctes A,,---,A,, elle est diagonalisable dans une
base propre (v,---,v,). Pour tout i=1---n, E,; =Vec(v;,). Or d’apres la
question précédente, £, contient un vecteur propre de g. Ce vecteur propre

est colinéaire a v, qui est donc vecteur propre de g. (v;,--+,v,) est donc une
base propre commune a fet g.

8° EXERCICE

1° Question
Supposons 4 inversible.
C15(A) = Det(AB = AI) = Det( A(B = A4™")) = Det(4)Det(B~A4™")

scalaires commutables

= Det(B = AA™)Det(A) = Det((B=AA™)4) = Det(BA=AI) = Cy,(A)

2° Question
2) Si 00 Spec(AB), alors Det(AB—-01)=0.
Or Det(AB) = Det(A)Det(B) = Det(B)Det(A) = Det(BA) .
%,—/
scalaires commutables

Donc Det(BA) =0 et 000 Spec(BA).

b) Supposons (/ —a AB) inversible. On a alors :
(I-aBA)(1+aB(I-aAB)" 4)=I-aBA+(I -aBA)aB(I -aAB)" A=
I-aBA+a(B-aBAB)(I —aAB) 'A=1-aBA+aB(I -aAB)I-aAB)™" 4

=]

=]/-aBA+aBA=1

La matrice /+aB(I -aAB)™"' A estinverse de ] —aBA . Cette derniére est

donc inversible.
On a donc établit :
(I —a AB) inversible = (I —aBA) inversible .

Et en échangeant le réle des matrices 4 et B :
(I —aA4B) inversible = (I —aBA) inversible .

¢) Soit A0 Spec(AB). Si A est nul, il appartient aussi a Spec(BA)d’aprés la
premiere question. Sinon :
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AOSpec(AB) = Det(AB—-AI)=0= Det(—/\(l —%AB))=O =

I —%AB non inversible =7 —%BA non inversible =

BA— AI non inversible = Det(BA—AI)=0= A0 Spec(BA)
Donc Spec(AB) U Spec(BA) . Et en échangeant le role des matrices 4 et B on
établit I’inclusion dans I’autre sens d’ou 1’égalité.

9° EXERCICE

Si X =0, la réponse est évidente. Sinon: XX’ ayant toutes ses colonnes
colinéaires a X est de rang 1. Donc 0 est valeur propre et E, = Ker(A) est de

rang n—1.
Par ailleurs : AX =X X'X :||X ||2 X . Donc X est vecteur propre associé a la
_v_z; 2
=x1,
valeur propre non nulle ||X ||i .
En résumé :
0 valeur propre de multiplicit¢ n —1 avec Dim(E;))=n-1,
||X ||§ valeur propre simple avec EHXHz =Vec(X),

A est diagonalisable.
On peut remarquer de plus :

YDEO@YDKer(A)@AY=O@XH=O@X'Y=O@YDX

scalaire

Donc E, =Vec(X)".

10° EXERCICE

Les seuls vecteurs propres possibles sont 1 et —1.

E, ={ A / A= A’} sous-espace des matrices symétriques de M, (K) .

E_ ={A / A= —A’} sous-espace des matrices antisymétriques de M, (K).

Et I’exemple suivant la définition .26 montre précisémment que :
M, (K)=E UE_
Ce qui montre que T est diagonalisable.
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11° EXERCICE

1° Question

. 1 :
Si P est de degré <n, XP(X)——(X? —1)DP(X) est lui méme de degré <n.
n

Donc @ est bien une application de Rn[X ] dans R, [X ]
Soit a, BUR :

P(aP(X)+ BO(X)) =X (aP(X)+ BO(X)) —%(X2 -)D(aP(X)+ BOX))
=aXP(X)+ BXO(X) —%(X2 -DaD(P(X)) —%(X2 -1)BD(0(X))

= a(XP(X) —%(X2 —l)D(P(X))j + ﬁ(XQ(X) —%(X2 —l)D(Q(X)))

=a®(P(X)) + FO(Q(X))
Donc @ est bien un endomorphisme de R, [X ] .

Les images par ® de la base canonique de R, [X ] sont :

o(l)= X
O(X) =~ ((n =) X" +ix"™)
n

X" =x""

D’ou la matrice de @ dans cette base :
0 1 0 0
. n 0 2 ’ :
M=— 0 n-1 " 0
nl . . . .
. n
0 0 1 0

2° Question
O (X)=(X +1)* (X -1)"™".
®(Q, () = X(X +D* (X -1"™*

— (&7 =D (ROE D0 =1 = B+ D=1
n
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P(0, (X)) =X (X +) (X -1)"*

—l(k(X FDF X = 4 (= (X + D (-1
n

:(X+1)k(X—1)"‘k(X—5(X—1)—”_k(X+1))
n n

X —kX +k—(n—k)X —(n—k
=Qk(X)(n e )]
=220, ()

Donc Q, (X) vecteur propre associée a la valeur propre A, = 2k —n .

® possede donc n +1 valeurs propres distinctes :
2- -2
B
n n
Petite remarque terminale : si # est pair 00 Spec(®P) qui n’est pas alors un

isomorphisme.

12° EXERCICE

1° Question
Pour 720

+ + 5 -6
o | 2| M| avee M = .
Upy u, 1 0
Spec(M)={2,3}. M est diagonalisable et u, =a2" + 337. Les constantes
a, B sont déterminées part les conditions initiales :

uy, =12 a+p=12 a=>5 . r r
o o .Dou:u, =5x2" +7x3".
u, =31 2a0+34 =31 B=17

2° Question
Pour 720

e | M o avec M = V2 12 .

Upy u, 1 0
Spec(M) ={1,—1/2} . M est diagonalisable et u, =a+ ﬁ(—l/Z)T. Les
constantes a, 5 sont déterminées part les conditions initiales :
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a_a+2b
u,=a a+f=a T3
u =b a-£/2=b ﬁ:Za—Zb'
3
+ - +
Dot u, =2 32[’ +2a32b(—1/2)r et Limu, =“—32b.
T — oo

3° Question
Pour 720
Uris Uriy —2

Upy |= M| u,,, |avec M =

—_— O
S O N

1
Upy u, 0
Spec(M) ={1,—1, —2} . M est diagonalisable et u, =a +,6’(—1)r +p(-2)". Les
constantes a, 3,y sont déterminées part les conditions initiales :
u, =1 a+pB+y=1 o=1
u =1« 0’—,8—2y=1@{ ~_ .Dfou:u =1!
u, =1 a+f+4y=1 p=y=0

13° EXERCICE

1° Question

xT+1 =yT +3ZT

1 X, 0 1 3

Vrut =§xr o X, =MX, avecX,=| y, |[et M =|1/2 0 0
. z, 0 1/3 0
Zr+1 =§yr

2° Question
La question sur la « stabilité » de la population est (volontairement) ambigué.
Elle peut étre interprétée de trois manieres :
1) Stabilité globale : x,,, + v, 2,4, =X, + ¥, + 2.,
2) Stabilité en proportion générationnelle : X,,, =aX,,
3) Stabilité générationnelle (donc aussi globale) : X,,, = X,.
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Interprétation 1) : stabilité globale
1

Silonpose U=|1|, x, +y, +z, =U'X,.
1
Cette premicre interprétation ameéne a résoudre :
UX,y=UX, «UM-DX,=0 < 3x, -2y, -122, =0
ce qui est I’équation d’un hyperplan H dont on peut citer comme base :

2) (4
30
o)1

Mais on bute sur le probléme suivant :
Si X, 0H, alors la population globale reste inchangée a la date 7+1, mais

rien ne garantit que X,, A et donc que cette stabilité perdure a la date
T+2.

La condition X,,, [JH estéquivalente a :

7+l
UM-DX,,,=0=UM-1)MX, = x, +y, =9z, =0

6
équation qui définit un autre hyperplan H' et H n H' =Vec| | 3
1

Mais nous allons retrouver cela en examinant les interprétations suivantes...

Interprétations 2) et 3)

X X

T+l T

Comme | y,,, |[=M]| y, |, les deux derniéres interprétations équivalent a dire

V4 z

T+l T

X

que | y, | est valeur propre de M associé a la valeur propre a (qui se doit

Zr

d’étre alors un réel positif) dans un cas ou 1 dans I’autre. Ce qui nous amene a
la diagonalisation de M.

2 _1+i _l_i
C,y (X)=(1-X)X2+X +1) etSpec(M)={1, S }

Les sous_espaces propres sont :

6 —6i 6i
E =Vec||3 E_|,, =Vec||-3+3i E__, =Vec||-3-3i
1 2 2 2 2
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Seule la premicre valeur propre fournit une réponse au probléme :
6

Toute population : a| 3 | avec a réel positif est générationellement stable.
1

Reste la question de 1’avenir de la population :

14\ (—1—:V
M7 =P Diag| 1,[ ] [ZL2E) [P
2 2

Comme les deux valeurs propres complexes conjuguées sont de module
strictement inférieur a 1 :

Lim M" = P Diag(1,0,0) P

T — +oo
Et la population va converger...
Pour savoir vers quoi il faut calculer :

6 —6i 6i 4 8 12
P=[3 343 =3-3i| P=|-143 -2-4i l16-6i
1 2 2 Ol 123 244 12460
6 12 18
PDiag(Lo,o)P‘l:is 6 9
1 2 3
Xo

Partant d’une population initiale : | y, |, la population va converger vers :

29
6 12 18)(x,
1 36 9|y, :xo+2y0+320
15 15
1 2 3)z 1

autrement dit vers une population stable.

14° EXERCICE

1° Question

» () yi(1) -1 1
@) |=M| y,(t) |aveeM =| 1 -1 1
¥3(0) y3(1) 11

Spec(M) ={2,—2,1} . M est diagonalisable avec :
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2 0 0 1 1 1
D=0 -1 0| P=|1 1 -1

0 0 =2 2 -1 0
D’ou:

Y () =ke* +ke +he™
Y, (t) =ke* +ke™ —kye™
y3(t) =k 2e* ke

2° Question

1) »n (@) 110
V(@) |=M| y,(¢) |[aveeM =| -1 2 1
¥5() y3(1) 101
Spec(M) ={2,1 +i,1- i} . M est diagonalisable avec :
2 0 0 1 i =i
D=0 1+i O P=1 -1 -1
0 0 1-i I 1 1
D’ou:

(1) = ke +kyie"™" = ki ™
» ()= k162t - kze(m)t - k3e(H)t
3 (t) = kleZt + k23(1+i)t + k3e(1_i)t
Enposant k, =a+ib et k; = k_2 =a —ib, on obtient les solutions réelles :
y,(t) =ke* —e'(2bcost +2bsint)
y,(t) =ke* —e'(2acost + 2bsint)
y3(t) = ke® +e' (2acost +2bsint)

3° Question

yi(0) () -3 1 -l
V(@) |[=M| y,(¢) |aveeM =| 1 -3 -1
¥5() y3(1) =2 -2 -2

Spec(M) ={0,~4} . —4 est de multiplicité 2, mais comme Dim(E_,) =2, M est
diagonalisable avec :
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0 0 0 1 1 0
D=0 -4 0| P=|1 0 1

0 0 -4 -2 1 -1
D’ou:

n(@) =k + kze_4t
W) =hk + k3e_4t
V() =2k +(ky — ks )e_4t
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