Chapitre V : corrections d’ exercices

CHAPITRE V

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT

1. A possede trois valeurs propres distinctes et est donc diagondisable
M =P(A) avec P(X)= X?- X- 2.

Lesvaeurspropresde M sont: P(1) =-2, P(-1) =0, P(2) =0.

A éant diagonalisable, M = P(A) I'est aussi (cf. proposition V.3).

2. Oui:

o 6 & .k . a0
P(flg=ca pf'zg=apfg=a pgf' =gca pf +=gP(f).
ei=1 a i=1 i=1 ei=l a

3. Elle et de taille 4” 4. Sdon le corollaire V.8 et la proposition V.9, les
candidats au titre de polynéme minimal sont :

(X -D3(X +D?, (X - (X +1)?, (X - D(X +1),(X - (X +1).
Sdon le théoréme V.11, la matrice sera diagondisable uniquement dans le
dernier cas.

4. Non. On peut seulement en déduire que sa taille sera supérieure ou égale a
3" 3. Comme polyndme caractéristique et polynéme minimal ont méme racines
(proposition V.9), ses valeurs propres sont 1, 2, 3 (éventuellement multiples).
Selon le théoreme V.11, la matrice est diagonalisable.

5. Lamatrice compagnon de X*- 2X3+ X? egt (proposition V.6) :
& 0 0 006
_¢1 00 0F
"¢0 10 -1%
€0 0 1 23
Son polyndme minimal X4 - 2X3+ X? ayant 0 comme racine double, cette
matrice N’ est pas diagonalisable (théoreme V.11).

) 3 & 2L e NN R
6. Oui: X -1:(x-1)§x-e3a§x-e 3+ Ann(A) donc, sdon le

2
corollaireV.12, A est diagondisable.
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7. Elleest detaille 6” 6.

En ce qui concerne les sous-espaces propres, on peut smplement indiquer :
1£DImM(E)) £2, 1£DIME ) £4.

En ce qui concerne les sous-espaces caractéristiques, le théoréme V.14 permet
d étre plus précis :

DIim(N,)) =2, DIim(N_,)=4 et E=N,AN_,.

8. zcommute avec 1d. S u=z+Id, il Sagit dors de la décomposition de
Dunford de u. Donc z est la composante nilpotente de u et hormislecas z=0,
u=z+Id n'est pasdiagonaisable (corollaire V.22).

9. Non:
@ 1 0 06
0 2 X o
¢0 0 3 1%
€ 0 0 3§

10. Non : il sagit d'une forme de Jordan et b présence du 1 hors de la
diagonae interdit de réver a une diagonalisation.
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1 EXERCICE
S g est inversible, I’ gpplication du théoréme d Hamilton-Cayley (V.7) au calcul
del'inverse montre que g ' = P(g) avec P1 K [X] . Comme g =Q(f) avec

Ql K[X],dors g'*=P(Q(g)) et g *T K[f].

2° EXERCICE
On peut remarquer en guise de préambule que I’ application linéaire :
K[X]%® K[ f]
P(X)F—> P(f)
est surjective et apour noyau Ann(f). D'ou: K[ f]=K[X]/Ann(f).
Mais, K[X] et Ann(f) n'éant pas de dimension finie, cela ne nous éclaire
guére sur ladimension de K[ f]...

Notonsk le degré de M; (X) le polyndme minima def.

Pour tout PT K[X], la divison eudlidienne de P par M (X) permet
d’ écrire:
P(X) =Q(X)M; (X) + R(X) avec deg(R) <k
P(f)=Q(f)M; (f)+R(f)=R(f) avec deg(R) <k
T
k-1
Donc P(f)=§ a, f'. Autrement dit, (L o f"‘l) est une liste génératrice
i=0
de K[ f].
Reste a ,&ablir saliberté :

k-1 .
Sil exidtait des scalaires b, b,,---, b,_; non tous nuls tels que : é b,f'=0,
i=0

k-1

dors le polyndme de degré £k-1 § b, X' appartiendrait & Ann(f) en
i=0

contradiction avec la définition méme du polyndéme minimal.

3° EXERCICE

1° Question
En choisissant une base de E, et unebasede E, :

Ay M| 0 o N
M(f; fz)—g 0 M(fl)é(cf.propostlonl.43)
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Donc :
_|M(f1)—ll | 0 |_
CflAfz(I)_| 0 |M(f1)-| ||_DEt(M(f1)'II)De‘:(M(fZ)_I I)
=Cr ()G, (1)
2° Question
k
P(f,A f,)=8 p(f, A f,)". Or, sdon laproposition 1.42,
i=0
(f,Af) =fAf).
Donc :
k o X . .
P(f, A )M =8 p(f; A 5)(vi+v) = & p(F (W) + f3(v,))
i=0 i=0
K ) & )
=8 P (W) +Q p () = P(F)(%) +P(f,)(v)
i=0 i=0
3° Question

PT An(f A f,)U P(f Af,)=00 "vi EAE,:P(f A f,)(v)=0
U "vi E,"v,1E,:P(f,A f,)(v,+Vv,) =0
U "wl E,"vol Eo i P(f)(vy) + P(2)()=0
TE 1E,
et comme E, et E, sont en somme directe:
"v,1 E:P(f)(%)=0 0 1P(f1)=00 i PT Ann(f,)
W h i N
v, E,:P(f,)(v,)=0 7P(f,)=0 7Pl Ann(f,)
ce qui établit :

N

i

7
Ann(f, A f,) = Ann(f) C Ann(f,)

Donc le générateur de Ann(f, A f,) M ar,(X) et le plus petit multiple de

M (X) etde M¢ (X) autrement dit leur PPCM.

Rappel: S | et J sont deux idéaux de K[X] engendrés par

respectivement par les polynémes P et Q, le générateur de | CJ est par

définition le PPCM de P et Q.

4° EXERCICE

Cy (X)=(X - (X - 1)°.
Les valeurs propres sont donc 2 smple et 1 de multiplicité 3.
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Sous-espaces propres :
8@&00' B0
g@ g(} =S
E, =Vec%¢ = =\ecCC
¢co+ & ¢co++

gglm ggl%
M n’est donc pas diagondisable.

Sous-espaces caractéristiques :

ad 60
Gey+t
N, =E,=VecS¢ *~
GCO+F

15

N1:Ker((M- |)3)
gel 0 -1 29
MU= 0 o o
€10 -1 2}
manifestement de rang 1, donc Ker((M— ) ) est de dimension 3 égale a
I’ ordre de multiplicité de la valeur propre comme prévu par le théoreme V.14.

a0
39y__
(M-l)G 0U -x-z+2t=0

gtz

Comme base de N, = Ker(( M - I)3) on peut citer :

8%@0 ano elgd
6ot Gt G o=t
993— 91— ¢ 0+

Cco+ O+ C-1%t

15 &6 Eob

5° EXERCICE

1° Question
Ca(X) =+ (X~ 1*(X - 6)et Spec(A) ={6;1}
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30 &l 6
E, =Vec(u) avecu 92: E, =Vec(v) avecv ¢- 1:La dimenson de E; éant
Sa5 15

inférieure a I'ordre de multiplicité de la valeur propre, A n'est pas
diagondisable et son polyndme minima est égal au signe prés a son polynéme
caractéristique.

2° Question
N, = Ker (A- 61)=E,
N, = Ker (A- 1)2
a8 9 606
(A- I)2=92 6 4: et manifestement et comme prévu de rang 1.
8 24 164

(A- 12X =00 x+3y+2z=0.
20
Comme base de N; on peut prendre v etves 0:

&1

3° Question
La seule forme (a I’ ordre des valeurs propres prés) pour la matrice de Jordan
a® 0 006
semblable a A est:éo 1 1. Pour déterminer la base de Jordan
0 0 1g

correspondante, il faut donc trois vecteurs u, v, w libres e vérifiant
f(uy=6u, f(v)=v, f(w=v+w. Les vecteurs u e v ayant d§a éé
déterminés ala 1° question, il reste a déterminer w en résolvant :
I-X+y+2z=1
(A- W=V U ,12x+2y =-1. Le vecteur w de coordonnées
[ ay+az=1
el/26
w=¢ 0 Zestunesolutionpossible. Mais atentionici, AV nel’est pas!
1/4

6° EXERCICE

1° Question
Cg(X)=- (X +1)(X - I)?et Spec(B)={-1;1}

6
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&30 &l 6
E., =Vec(u) avecuéoz E, =Vec(V) avecv $- 1-Ladimenson de E éant
-1y Op

inférieure a I'ordre de multiplicité de la valeur propre, B n'est pas
diagondisable et son polyndbme minima est égal au signe prés a son polyndéme
caractéristique.

2° Question
N,=Ker(B+1)=E_,
N, = Ker (B~ il)?
® 0 -6i6
(B- iI)2=90 0 0: et manifestement et comme prévu de rang 1.
0 0 2

Ao
(B- 1»X =00 z=0.Comme base de N; on peut prendrevetvttgoi

o

3° Question
La seule forme (a I’ ordre des valeurs propres prés) pour la matrice de Jordan
el 0 06
semblable & B est :éo i 1. Pour déerminer la base de Jordan
0 0 ig

correspondante, il faut donc trois vecteurs u, v, w libres et vérifiant
f(uy=-u, f(v)=iv, f(w) =v+iw. Les vecteurs u et v ayant dga eté
déterminés a la 1° question, il reste a déerminer w en résolvant:
i-x-y+3iz=1
(B-il)wWw=Vv U ,l X+y+3z=-1. Le vecteur w de coordonnées
[ @+iz=0
e 16
Wzgojeﬂ une solution possible.
0%

7° EXERCICE

1° Question
Cc(X)=X(X - Det Spec(C) ={0;1
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e 106 an
G~ ¢4
E, =Vec(u) avecug 3: E, =Vec(v) avecv g La dimenson de E; éant

glE glﬂ
inférieure & I'ordre de multiplicité de la vaeur propre, C n'est pas
diagondisable et son polyndéme minimal peut &re X(X - 1) ou X(X - 1)°.

2° Question
N, = Ker (C) = E,
N, =Ker(C- 1)°
el 0 0 06
¢3 00 0O : .
(C-1)3= ~ est manifestement et comme prévu de rang 1.
9 3 0 0 O
€1 0 0 o
(C-1¥X=00 x=0.
a0 0o
“17  SoZ
Comme base de N; on peut prendre v, v¢gO:et v@glz

25 &5
3° Question
Les formes (a I’ordre des valeurs propres prés) pour la matrice de Jordan
® 0 0 05 2 00 05
911 0. S 11 0.
semblable aC sont : ¢ Tou ¢ )
¢0 0 1 1~ 90010-
€ 0015 S o0 o0 1}
La deuxieme forme est a éliminer car elle témoignerait d’ un deuxiéme vecteur
propre indépendant de v associé alavaeur propre 1.
Pour déterminer la base de Jordan correspondant a la premiére forme, il faut
donc quatre vecteurs u, v, v;, Vv, libres e veifiant

f(u) =0, f(v) =v, f(v)=v+v,f(v,)=Vv +v,. Les vecteurs u et v ayant
dga été déterminés a la 1° question, il reste & déterminer v, en résolvant :
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i -x=0 &0 06
I _ C ,*
-yttt = ) -2,
(C- Vv, =vU i . Levecteur v, decoordonnées V, =¢ _“est
jy-z-3t=-2 ¢3~
fooze2t=1 € 1%
une solution possible.
Puis v, en résolvant :
i -x=0
L f-yHt =-2 .
(C-1)V,=V, U i . Le vecteur v, de coordonnées
iy-z-3=3
foz+v2=-1
006
€37
szg 5. &5t une solution possible.
815
8° EXERCICE

Comme f et zcommutent, pour tout entier k>0 :

Fl- 2 Fltafl2ze s 2024 290)(F - 9

S k est I'ordre de nilpotence de z :

Pos(fte fi2ze s 224 290)(f - 2)

Or f &@ant inversible, f* I'est auss et I'égaité précédente impose f - g
inversible (cf. exercice 0.10).

9° EXERCICE

1° Question
Soit z d'ordre de nilpotence k et z dordre de nilpotence k, avec k £k, .
Comme z et z, commutent, on peut gppliquer laformule du bindme :

2k, 2Ky -i

(Zl+Z2) =a C|2k22|122
i=0

S i3 k,dors zZ =0,snon 2k, - i 3 k, et z2*"' =0.

2° Question
Soit f et z nilpotente d’ ordre k. S'ils commutent :
(fz)k=fkZ=0.
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10° EXERCICE

1° Question
En utilisant la décomposition de Jordan de A :
&, * 0 - 0606
o I, * Pl
A=PC¢: - - -0 %P‘l (les* représentant des termes quel conques)
G el
S0 0 1.5
@k * x . %0
¢ K e - LT
¢cO0 I, .o F
A=pS: DR
¢, . N
(;: .. * =
Go 0 145
Donc Tr(A¢) =1+ ...+ K.

2° Question
Une matrice nilpotente ayant 0 comme seule valeur propre est de trace nulle.
Par alleurs s A est nilpotente A* I'est aussi. Donc pour entier k>0,
Tr(AY =0.
On peut par ailleurs rappeler que I ordre de nilpotence éant inférieur ou éga a
n, A“=0 désque k>n.

3° Question
S Apossede p (LE p£n) valeurs propres distinctes: | 4,---,1 , de multiplicités
respectives a,,--,a ,, dors Tr(A“) =ayl +---+a | .
S Tr(AY =0, pour k=1---n, dors:

Tajl, +---+al =0 el 6 el b

I —_ —-—

M 2 2 G : ¢

ja,l, +--+a | 2=0 . = Iy -

te PP a1|lg :1 ;+...+ap|pg P T=0 @
i - C L

| n n— ﬂ-l+ (g‘n'l+

tayl ++a I 1=0 1\ "5 o &

10
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®Relo el oo

¢c + G| =S
Laliste 99 L (Q; _peutetreconsdereecommeextraltedeIallste

n-1-= n-1-. i
Sg' F é'p %

el o @&®loaeld el o

¢c - G|*9| TG T

99|1 ... ¢ p‘Q "*1‘...GI” =

G P =

’ .
g I n-l él n1_ él nl_ nl_
1 pHL g

lesscalaires | .-, 1 , « ragout% » éant digtincts entre eux et digincts des p

premiers.
Or le déerminant de cette liste est un déterminant de Vandermonde (voir
I'entracte consécutif a la proposition 11.20) non nul puisque les |, sont

distincts.

Relo el oo
9@ 6y 5
Laliste gg : :g :p © éant extraite o une liste libre est libre.
Cc % "
drs 9%
L’équation (1) impose dors: a;l;=---=a | ,=0. Comme les a; sont

strictement positifs, laseuleissueest: p=1let |, =0.

0 est donc la seule valeur propre de A dont la forme réduite de Jordan est
srictement triangulaire supérieure. La proposition V.18 permet alors de
conclure ala nilpotence de A.

11° PROBLEME

1° Question
Pour k> 0, une récurrence permet d’ éablir : exp(kA) = exp(A)X.
Pour k=0: exp(A+0)=exp(Aexp(0)b exp(A)=1, puisque exp(A)
inversible,
Pour k<0 :

exp(KA- kA) =1 b exp(kA)exp(- kA) =1 b exp(kA) = (exp(- kA))'1
b exp(ka) = (exp(A) )" b exp(k) =exp(A)

11
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2° Question
On peut remarquer que, selon cette définition, exp(A) et invershble puisque
ei10.
Soit A et B diagonalisables et commutantes, le lemme V.20 assure |’ existence
d'une base propre commune et donc, il existe une matrice de changement de
base P tele que :

A=PDiag(l ;- | ,)P*

B = PDiag(m ;- ,m,)P*

D'ou:

A+ B=PDiag(l ,+ m,---, ,+ m,)P*

A+ B est donc diagondisable et de plus :

exp(A+ B) = PDlag( lirm ~~,e'“+”“)P'1=PDiag(t—:J1e’“,~~,e'"e”“)P'1

= PDiag(e'l,---, d ")P'lPDiag(e’“,---,em‘)P'1
= exp(A)exp(B)

Appartenance de exp(A) a C[A]
k
Soit A=PDiag(l, ;- | ,)P"*. Il existe un polyndme Q=§ q,X'T C[X] tel
j=0
que, pour i=1--n, € =Q(l;) (cf. probléme 0.12 sur I'interpolation de
Lagrange). Il en résulte que :
k0
exp(A) =PDiag(d", -, & )Pt = PDlagga gl aal =P
j=0 @

= Pga q; (Diag(l, -+l ,)) P

%]
k .
=4 q; P(Diag(l ;- 1,)) P
j=0
=Al
&
=a q;A =Q(A)

J
Et donc exp(A)T C[A].

3° Question
Remarque : A et nilpotente d’ ordre n au plus. Pour cette raison, la sommation
servant adéfinir exp(A) sarrétea n- 1.
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S A et B nilpotentes commutent, |I’exercice V.9 montre que A+ B est auss
nilpotente.

Pour i =0---n-1, j =0---n- 1, considérons les matrices: %%A‘Bj . matrices
il

gue I’ on peut imaginer rangées dans un tableau

| B lp 1 _pm
J! (n-2)!

A AB

14 EiAiBj

il ilj!

1 & 1 62 n-15n-1

An—l Q '+A B

(n- 1)! én- Dy

Soit S, la somme des termes de ce tableau :

i=n-1,j=n-1 o i=p-1 Jj=n-1 )
S= 3 11 ,pi= é L8 LB —exp(Aexp(B)
iz0.j=0 1" ]! iz 11 20 !
Mais A et B sont nilpotentes d ordre n au plus, tous les termes du tableau au
dessous de laligne n- 1 ou a droite de la colonne n-1 sont nuls. On peut

opérer la sommation en diagonale et écrire :

n-1 o n-1 | o n-1 o
s=3 8 flami=5 13 XMap=4 13 cas
k=0 i+j=kl! J! ko Klivjoci! ! k=0 Miivj=k
A et B commutant, I’ usage de laformule du binbme est |&gitime :
n-1
s=3 i(A+ B)X =exp(A+ B).
=0 K!

Et findlement : exp(A+ B) =exp(A)exp(B) .
Il reste & justifier I'inversibilité de exp(A) telle qu ele est définie. A cette fin,
on peut remarquer que exp(A) est de la forme une matrice inversible (1) plus
une matrice nilpotente commutant avec la premiére et appliquer I’ exercice V.8.
4° Question

Une matrice « quelconque » A possede une décomposition de Dunford unique :
A=D+Z, D diagondisable, Z nilpotente commutant entre elles. Ce qui
permet de définir :

exp(A) = exp(D)exp(Z)

sdon2°  selon3°

13
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D’aprés la 2° question exp(D)1 C[D]. Comme Z commute avec D, Z

commute aussi avec exp(D) . De par sa définition méme exp(Z)1 C[Zz] et

donc exp(D) et exp(Z) commutent. On peut donc compléter la définition par :
exp(A) =exp(D)exp(Z)=exp(Z)exp(D)

Soit B commutant avec A décomposée de fagon analogue B = D¢+ Z¢. Alors:
exp(A)exp(B)=exp(D)exp(2)exp( Dhexp( Z9

D’aprés le théoréme V.21, D,Z1 C[A], D¢z@ C[B]. Comme A et B

commutent il en et de méme de D,ZD¢Z¢ e auss de

exp(D),exp( Z),exp( Dy, exp(Z9 . Par conséquent :
exp(A)exp(B)=exp(D)exp(DYexp(Z)exp(Z9
=exp(D+ DYexp(Z + 29 '
Sur I"autre versant :
A+ B=D+ D¢+ Z+ Z¢
Comme D et D' commutent, elles ont une base propre commune et (lemme
V.20) D+ D¢ est diagondisable.
Comme Z et Z¢ commutent (exercice V.9), Z + Z¢ est nilpotente.
Comme D, Z, D¢, Z¢ commutent, D+ D¢ et Z + Z¢ auss. Autrement dit, nous
tenons |a la décomposition de Dunford de A+ B.
Par suite :
exp(A+ B) =exp(D + D9exp(Z + Z¢ =exp(A)exp(B)

12° PROBLEME
1° Question
Y
Ci(X)=(-D"O(X- I))*
i=1
— n & aj-1 8 a
CHX)=(-D"aa;(X-1)"""O(X-1)*
j=1 i=
J i11j
Les facteursirréductibles communsa C; (X) et C#(X) sontles (X - | J-)""“1

pour j=1---p. Commeils sont premiers deux a deux, le PGCD de C;(X) et
C#(X) est:

2 a;-1
G(X)=0 (X- 1"
j=1

14
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B P a1 2 :
Et P(X)G(X)=0O(X-1;) OX-1)*"=0O(X-1,;J"=C(X)
j= j=1 j=1

2° Question
L
PX)=0 (X- 1))
IE!

Pax)=4 O(x-1) €, 00=(3"O -1,

1:125% i=1
Aucune de ses racines | 4,---,1 , de C¢(X) mannule PX) qui n'a donc
aucun facteur commun avec C; (X).
Ci(X) et PgX) éant premiers entre eux, l'identité de Bezout assure
I existence de deux polynémes Q et Rtels que :

Q(X) PEX) +R(X)C; (X) =1

Et en substituant a X I’endomorphismef :

Q(f)P&f)+R(f)C(f)=1d

%,—/
=0

Q(f)Pef)=1Id
L'invershilité de P f) est établie.

3° Question
a) Lavérification de 7, estimmeédiate : le seul point non trivial est réglé par la
guestion précédente.
b) On suppose #, vraie.
i) for = fi- P(f)(PE)) . Dapres 71, , f,1 C[f], donc P(f,)
et P(f,) auss et selon I'exercice V.1 (P¢f,)) " appartient & C[f].
Donc f,,, appartient & C[f]. La premiére assertion de #,,, est
éablie.

15
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i) Soit Q(X):ék gX'T C[X].
i=0

K ok _ ,
QX +Y)=Q g (X+Y) =§ g (X' +iX" Y +Y2(-))
i=0 i=0
- S &
=agX +YgaigX ™ +Y*gq ()
i=0 i=0 i=0
=T(X,Y)
=Q(X)+ YQEX) +Y*T(X,Y)
(On peut auss déduire ce résultat de laformule de Taylor al’ ordre 2)

® _lc'_j
P(fw) =PS&fi - P(f)(P&fy)) N
X Y [7/]

Par application de la formule précédente :
P(fiu) = P(f) - P(f)(PEf)) " PEt)
| S —

=Id
- 2 -
PRI (PER)) ) T( P (0 (PETY) )
Nous avons dgavu que f,, P(f,), (P&f,))" sont des polyndmes de
f et
2
((Pd(fk))'l) T(fk,P(fk)(P((fk))'l) est donc Iui auss un polynome
de f qguel on notera plus sobrement V().
On obtient : P(f,,) = (P(f))*V ().
En appliquant le deuxiéme assertion de #, :

P(f) = (P RN V(T = PO RODY (1)

Tc(f)
Cequi établit la deuxieme assertion de # ., .
i)
S i & ui_s N )
QX)-QA)=aaX'-aqY =ag(X'-Y)=(X-Y)ga q(-)
i=0 i=0 i=1 i=1

UX.Y)
iv) En appliquant ce résultat a P& f, ., )- P¢f,) :
P f.1)- PEf) = (fa- fOU (fieas i)

16
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Or fo, - f =-P(f)(P&f)) " et dautre pat f,,,, f, éant des
polyndmesen f, U (f,,,, f,) auss. Enlenotant S(f), on obtient :

PY f,.0)- P& ) =- P(f,)(PEf,)) " S(F)

v) De par sa définition P(X)" et un multiple de C;(X). Comme
Ci(f)=0, P(f)"=0 et P(f) est nilpotente.

Le produit d un endomorphisme nilpotent par un endomorphisme avec
lequel il commute est nilpotent (cf. exercice V.9).

Donc: P(f,)=P(f)? R(f) est nilpotente et - P(f,)(P¥f,)) " S(f)
auss (tous ces endomorphismes appartenant & C[f] ont le bon godt
de commuter). Donc :

PY f.)) =P ) - P(f)(PKf)) " S(f)

inversible nilpotent

et selon |'exercice V.8 P{f, ;) est inversible. La troiseme assertion
de #,,, est établie.

4° Question
Comme P(f,)=P(f)* R(f) et que ains que nous’avons dgavu P(f) est
nilpotente, il va exister un rang k, tel que P(f)2k0 =0. Donc telle que
P(f,) =0.Comme I’ ordre de nilpotence est inférieure ou égale aladimension

de I'espace 2% £n. Et & partire de ce rang, donc effectivement «vite »
atteint, lasuite f, est stationnaire.

Comme P(f,) =0, P1 Ann(f, ) et P n'ayant que des racines smples, le
corollaire V.12 assure que f, est diagonalisable.

-1
Par  alleurs  f- f :Eo(fk- fn) e sdon  les  formules

fur - f =- P(F)(P&f,)) " et P(f,)=P(f)? R(f), on en dédit que :
f- fi, =P(f)H(T)
Il Sensuit que f - fi estnilpotente.
Onadors f = f, +(f- f, ). Lesdeux termes de cette décomposition
diagonalisable nilpotente

sont des polynémes de f et commutent. |l s agit bien de la décomposition de
Dunford def.
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CHAPITRE VI

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT
1. Lerangde Aest 3. A* estdetalle 4 3, A* A detalle 4" 4, AA* de
talle 3" 3. Selon le corollaire V1.5, toutes ses matrices sont de rang 3.

2. Lamatrice M doit ére detaille 3" 3. Sdon lapropostion VI.17, Ker (M) et
Im(M) sont des supplémentaires orthogonaux. Par conséquent :
laxo u
In’(M)zll’.gy:T c? /x+2y+3z=0_|y
(25 :

3.yl Im(f) . Donc, toujours selon la proposition VI.17, x" y.

4. A &ant normal, AA*= A* A et :
(A+D(A+1)*= AA* + A+ A* +] = A* A+ A+ A*+l =(A+1)* (A+1)

5. Non, sauf s eles commutent. Exemple :
a® 1o a4 06 & 26

§1 05 0 25 &1 0y
6. A=-AbP "i=1-n:a,;=-4,; P Re(a;)=0.

7. (UP)*UP=P*U*UP=P2=P
=

8. Oui. A unitaire e hermitienne équivaut a: A*= A=A'. A est la matrice
d une symétrie orthogonale (voir schéma suite ala proposition V1.29).

9. Soit M =QR, dors:
M*M=R*Q*QR=R*R

[S—}

S Rmatrice diagonale, R* R est une matrice diagonale rédlle.
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10.

Anon: -1 est vaeur propre.

B est semi définie positive : ses valeurs propres sont positives ou nulles.
C est définie positive : ses vaeurs propres sont strictement positives.

D n’'est pas hermitienne !

ANENENEN

11. Oui : S A est définie positive, toutes ses valeurs propres sont strictement
positives, Les valeurs propres de AX sont les puissances k'®™ des valeurs
propres de A sont aussi strictement positives. Et comme AX est hermitienne. .
On peut auss montrer que :

"XT C"-{0}: X*AX >0p " XT C"- {0} : X * AX >0

12. Non, sauf s €le est nulle. Une matrice hermitienne est toujours
diagonalisable, une matrice nilpotente non nulle jamais.

13.9 X1 C", X*X =||X||§T R. . Lavaleur singuliére de X est || X|| .
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1° EXERCICE

1° Question
H - il estinversble, car snon i serait valeur propre de H en contradiction
avec le théoreme spectral (V1.21).

2° Question
U=H+il)(H-il)*
U*=((H- iI)‘l)*(H +il)*
Tenant comptede H* =H et (il )*=-1il :
U*=((H-i)* T (H-il) =(H+il)y*(H-il).
Donc :
UrU=(H=+il)y*(H-i)(H+iID)H-il)r=1.

%—/

commutent

U est bien unitaire.

2° EXERCICE

A est hermitienne, donc a vaeurs propres rédles et diagonalisable dans une
base propre orthonormale.

-1 a o )
Cal)=| a 1-1 B |=@-1)&1-1)7-bbs- a@(- 1)
0 b 1-1 € e =2

=@- 1)1+ - 3
Spec(A) ={-1,1,3

i 2x+ay =0 a0
E.,:fax+2y+bz=0 uQ-Zi

[ py+2z=0 b 5

i a =0 aeh 0
El:_{ax + bz=0 vgoi

Ly =0 §-aj;

i-2x+ay =0 a0

E,:| ax-2y+bz=0 wé27
{ by- 2z=0 ébg
Véification de I’ orthogondité de (u,v w) :
(u;v)=ab- ba=0;(u; wy=aa- 4+bb =0;{v;w)=ba- ab =0.
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En revanche, lanormalité est en défaut :

||u||:«/4+4+4:2\/§'||v||:\/4+4 =2J2;|wW|=4+4+4=23

l w est une base orthonormale.

Maisalors
8 \/_ 2\/_ 2

3° EXERCICE
B est hermitienne, donc a valeurs propres rédles et diagondisable dans une
base propre orthonormale.
1- | 0 u
Ce(l)=| 0 1-1 Eu|=@-1)(@ 1)2-3)- @ 1)
U Bu 1-1
=@1- 1)+ - 3
Spec(B) ={- 1,1,3
12X+ +uz=0 &eu o
E,: : 2y +y3uz=0 9J§u
Lox+yaty +22=0 é 2@
i uz=0
E : ,l uz=0 .
fox+ymy =0 éos
i-2x+ +uz=0 &eu o
E3:% -2y +y3uz=0 g\/'u
% Ux+430y- 2z=0 é 25

Vérification de I’ orthogondité de (u,v w) :
(X5%) = WB- WE=0;(x; %) = Ul +UBUVE- 4=0;(X,; %) =V3U- UB=0

iEn revanche, la normalité est en défaut :
||X1||=J_1+3+4=Zﬁ'||><2||=~/_3+1=2'||W||=~/—1+3+4=2J§
1
Maisdors =%,
8\/_)(1 & 2J’

x3 = © est une base orthonormdle.
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4° EXERCICE
& 0 0 1o
0 0 1 0. .
En posant J =¢ ", M=al +bJ et tenant compte de J*=J, il
0 1 0 0°
€ 0 0 o

vient :

M*M =(a +bJ)(al +bJ)=aal + (ab+ba)J +bbJ?
MM* = (al +bJ)(a +bJ) =aal +(ba+ab)J +bbJ?
ce qui confirme lanormaité de M.

Petite remarque s b=0, M =al et la question est réglée... On supposera
danslasuiteque bt 0.

X 0 0
0 a- X b

0 b a- X
b 0 0 a- X
(a- X)((a— X)((a- Xx)?- bz))— b(b((a- X)? - bz))z

(@- %)% - b?) =(a- b- X)*(a+b- X’

Spec(M) ={a+b,a- b}, les deux valeurs propres, distinctes puisque b est
suppose différent de 0, sont d ordre 2.

Cy (X) = Det(M - XI) =

('DvavaO&
o O T

0
(%]

Sous espaces propres :
Ea+b
- bx+bt=0 . x=t
(M- (@+b)I)V=00 | bx=t
1-by +bz=0ar0)yy=2
a%éo 3600

Dou: E,,, -Vecgg H Gl‘"et Dim(E,.,) =2
gglﬂ %’m

. ibx+bt=0 . jx=-t
(M- (a-b))v=00 i O i .
jby+bz=0(arb0jy=-2

Ea- b
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ael 6 a0 60
: CoiC1
Dou: E, ,, :Vecgg 0 :g 1:: et DImE, ) =2

£ 15805
Tous ces vecteurs propres ont pour normes /2, il convient donc de les

multiplier par iz pour obtenir la base propre orthonormale souhaitée.

7

5° EXERCICE

Méthode laborieuse :
k
Soit P(X) =3 pX'

i=0
& ok K e
P(HP(f*)=a pf'a pf*=a pp; f'f*
i=0 i=0 i,j=0
Par normalité de f, f* f=f f* ce permet de commuter dansles f'f */ et
d obtenir :
X Sk ko
P(HP(fY)=a pp;f* f'=g p,f*'a pf =P(f*)P(f).
i,j=0 i=0 i=0
Méthode rapide basée sur le théoréme VI.11 :
f normal U il existe une base propre orthonormale.
La proposition V.3 permet d' affirmer que P(f) est diagondisable dans la
méme base orthonormale quef. P(f) est donc normale.

6° EXERCICE

1° Question
S p, et p, commutent :
(p1p2)2 = PR P1P, = PL P PP, = PP, donc p;p, est une projection.
(Pp,)*= P, * P*=p,p, = pp, donc p,p, est une projection orthogonale.
Réciproquement, s p,p, est une projection orthogonale :
PP, =(PiP2)* = P2 * P = Py

2° Question
SousI’hypothese: p, et p, commutent.
- 1y=pp, (¥ 1yl Im(p)
yi im(ppy) b 0 APt P

1y=pa 1yl Im(p,)
24
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Donc Im(p,p,) i Im(p,) G Im(p,).

:yl Im(p,) Ly = p.(y)

Tyl Im(p,)  7y=p,(y)

Donc: Im(p, p,) E Im(p;) C Im(p,) .
Im(p,p,)=1m(p,) G Im(p,)

P y=php(y)P yl Im(p,p,)

xI Ker(p) +Ker(p,) P x= Xt X P opp (X =ppAx) + PP, (%)
TKer(p) T Ker(p) =0

p plpz(x):pzpl(xl):OD’ Xl Ker (p;p,)

Donc : Ker(p,) +Ker(p,) | Ker(p,p,)

Soit x décompose: x= X + X,
L= L=
I Ker(p,) 11m(p)

XI Ker(pz )P pz pu(x)+ P2 Pilxz) = 0P p, pi() =0.
=0
Comme X,1 Im(p,), P (%) =X, :
xT Ker(p,p) P py(%)=0P %1 Ker(p,).
Findement: x= x + % ,xI Ker(p,)+Ker(p,).
TKa(p) TKe(p,)
Donc : Ker(p,) +Ker(p,) E Ker (P4P,)

Ker (p,) + Ker (p,) = Ker (p,p,)

Variante de la 2°partie :

On démontre, que pour des sous-espaces Aet B: (AGB) = A" +B" et on
applique cerésultat a: Im(p,p,)=Im(p,) G Im(p,) :

Im(p,p,)" =1Im(p)" +Im(p,)" P Ker(p,p,) =Ker(p,) + Ker(p,)

7° EXERCICE
1° Question
Soit vi E te que: p,p,(v)=Iv avecl 1 0, dors:

PP, (V) =l RMVP pp (V) =1 p(V)P Tv=1py(v)P v=py(v)
Donc vi Im(p,) =V,.

Im(p,p,) | Im(p,)=V,. Donc la redtriction de pp, a V, déinit un
endomorphisme f, de V.
v f, estautoadjointe :
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Comme p, e p, sont auto-adjointes, pour tout x,yT V, =Im(p,), il
vient :
(095 Y)=(Rp(¥) 5 Y) =(P (X (W) = (%) Y) =(X; B (Y))
=(p(X); Po(Y)) =(X; PPo(Y)) = (X: Fi(Y))

v f, est semi-défini positif :
(£,00:x)=(Ppo(X Xy = (P, (¥ P1(¥) =(P,(X; X)

:< Po(X)  Po(X) +X - pz(x)>

Comme x- p,(x) " py(X) :

(£(0); X) =( P09 5 p(¥)) =[P (W) 2 O

Comme les vecteurs propres de p,p, correspondant a des valeurs propres non
nulles appartiennent a V;, on en déduit que les valeurs propres de p,p, sont
réelles positives ou nulles.
Deplus: | p,p,(X)|, £ p,(X)|, £ ], . donc toutes les valeurs propres de p,p,
sont inférieures ou égales a 1.

2° Question
Soit vl E tel que: p,p,(v)=Iv avecl * 0, dors:
pzp_L(pz (V)) =1 py(v) .
S p,(v)=0,dors | v=0 ce qui contredit 1 * 0. Donc p,(v) est vecteur
proprede p,p, associéal .
Donc route valeur propre non nulle de p,p, est valeur propre de p,p, et
réciproquement...
Par ailleurs Ker (p,p;) €t Ker(p,p,) ne sont pas réduits & {0} . Donc 0 est
valeur propre commune a p;p, €t p,p;.

3° Question
SV,CV,t {0}, it vi V,CV,,vt O:
PP, (V) = p(v) =Vv. 1 est donc valeur propre associé v.

Réciproquement, s 1 est valeur propre de p,p, (et donc auss de p,p, selon
la 2° question), il existe vi V, nonnul ted que : p,p,(vV)=v.Ors viV,,
Ip)|, <M, . ce qui rend impossible p,p,(v)=v. Donc viV, et

v, GV, {0}.
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Sous cette hypothése, tout vi V, GV, véifie p,p,(vV)=v e p,p(v)=v et
appartient donc a E, et a F,.

Réciproquement, s vi E;, p,p,(v)=v, un raisonnement sur les normes
montre que vi V, CV,. Il enestdemémesi vi F,

En résumé :

11 Spec(p, p,) =pec(p,p) P V; GV, =E =F,

Soit vi E, avecl 1 0:
PP, (V) =1 vb p,p(Pp.(V) =1 p,(v).Donc p,W)T F .

Comme | * 0, lapremiére question indique vi V; et donc que p,(v)=v. Il en
résulte que :

(Vi P = (P P2(W) =(vi (W) =1 (viv) =1 M.

Mais par ailleurs :

(v; P2W)) =(Pov): V) = P W

2
Donc, s vt O, | =M=oosz(@).
VI3
8° EXERCICE
1° Question

f,+---+f, =1d. Donc, pour tout x de E: x=f(x)+---+f(x) et
E:E1+...+ Ek'

Pour i =1---k :
S f, est autoadjointe, la proposition VI.17 assure que E’ =N..

S x=f, (X +---+ f (x) appartienta N,, f;(x)=0.Donc:
x=f(X)+--+ f,(x)+f (x)+---+f (x) appartient a EC Autrement
dit:N. I Eg.

2° Question
P i)
& &
S g Rg(f))=n,dors g Dim(E)=n etles E sont en somme directe :
i=1 i=1

E= EiA A Ek
Pour i =1---k ,onadonc: E=E¢A E, .
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Maispar ailleurs E= N, A E; .
Il en résulte que N, et E¢ ont méme dimensions et I'inclusion N, i E¢ se
transforme en égalité.
Pour tout x de E, on peut donc écrire: x=f(x)+ x¢ .D’ou:
—_— e
TE IEEN
fi(X) = £20) + fi(x et £2="1,.
T
f, est donc une projection et méme une projection orthogonale puisque auto-

adjoint par hypothese.
Par allleurs, pour j1i, et pour tout x de E, fi(x)T Ei Ef=N; e donc
fJ fi(X):O.

inp i)
. ifsi=] —
S fif; =i _ , les f, sont des projections orthogonales.
1 0sinon
Soit :
& : &
0=a % avecpouri=1---k,x1 E.Comme f,(x)=x:0=g f(x).
i=1 i=1

Pour j=1.--k, on obtient donc :

k
0=3 f,fi(x)P f,f,(x)=0pP f (x)=0P x; =0.
i=1
Les sous-espaces E sont indépendants: E=EA ---A E, e comme

Rg(f.) =Dim(E,), é’; Rg(f)=n.

i=1

9° EXERCICE

1° Question
S A est définie positive, toutes ses valeurs propres |, (A) sont strictement
i
postiveset Det(A)=Q1,(A)>0.
i=1
S A et semi-définie postive sans étre définie positive, dors dle admet 0
comme valeur propre et son déterminant est nul.
2° Question
S Aest définie positive, X* AX >0 pour tout X1 C". En choisissant pour X
le vecteur E de la base canonique de C" dont toutes les composantes sont
nulles sauf lai*™ égaleal: E * AE =a;; .
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L’ adaptation au cas: A est semi-définie positive est immediate.
3° Question
S A est définie positive, (X,Y)— Y* AX définit un produit scaare sur C".
Selon Cauchy-Schwarz: " X, YT C":|Y* Ax|2 £(Y* AY)(X* AX).
En choisissant X = E;,Y = E; , on obtient : |a1.yj|2 £aa ;.

10° PROBLEME

1° Question
X 6
Q—_
Pour k=1--n, soit X1 C*-{0} et x¢_9 T C",dors:

goz
X AX = X*AX .

A éant définie positive, pour tout XT C* - {0} : X* A X = X¢ AX¢>0.
A, est donc définie positive.

2° Question
S A est définie postive, il en est de méme pour A, (k=1--n) et sdon
I exercice précédent Det(A ) >0.

3° Question
X¢ et X sont liéspar lardation: X =PX¢. D’ou :

X* AX = X¢ P* APX¢

_ L aA .| Yo
Avec |es conventions d’ ecriture : A:gY* s et:
nng

ox AP oy, | 0o, | Y Oad, |26 aén1|Ooae/-\] | ALiZ+Y 0
gz [ Jangk o [157 6 ARy
Comme Det(A, ;) >0, A _, estinvershle, ce qui légitime |la définition de Z tel
que: A _,Z+Y =0.
a, | Ooaaﬁhl| 0 0 &\, | 0 9
2° 18" [V Zra,; £0 [V 2o
Enposant a =Y* Z+a,,, Cest bienlaforme requise.

P* AP =

4° Question
La proposition est manifestement vraie pour n=1.
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En la supposant vraie pour n-1, soit Al 9, (C) hermitienne avec, pour
k=1.--n,Det(A) >0.
On a, d'une part :
Det(P* AP) = Det(P*) Det(A) Det(P) = Det(A)
—_— —_—

=1 =1

2|0
%‘ = Det(A, 1)a .

Donc comme Det(A, ;) et Det(A) sont strictement positifs, a >0.

) 1] 06
Pour tout XT C" : X * AX :xv?é—l’—ixct.
aﬂ

—x Jcmt:

del'autre:

Det(P* AP) =

X,
Et en posant : X¢_g

X+ AX = ﬂt‘m‘ “ X ra
g = Xng -1Mn-1 .

Pour la matrice A, _,, les déerminants des sous-matrices, qui coincident au

dernier pres avec ceux de A sont strictement postifs. Selon I’ hypothése de
récurrence A, , est définie positive et commedeplusa >0,

X*AX =X, 1 * A X, +aq?2 0
S X10,il enestdemémede X¢desorteque X, , et X ne sauraient ére

simultanément nuls. Donc un des termes au moins de X, ,* A, X, +a|x’
est strictement positif. Et la matrice A est définie positive.

11° EXERCICE

S A et hermitienne, A=QDiag(l,, -+, )Q* avec Q unitaireet | T R
exp(A) = QDiag(e', - € ")Q*

exp(A) est donc auss hermitienne et comme toutes ses valeurs propres sont
strictement positives, elle est définie positive.

12° PROBLEME

1° Question
Un calcul un rien fagtidieux, mais sans difficulté montre que :
n
;= a ki ik
k=1



Chapitre V1 : corrections d’exercices

2° Question

P § _x&b _ 0 & _ _
X*CX =_é_ Xa b, x;=a Xcal«G«Ox=b X = a Xkl X;

ij=1 ij=1 €k=1 @ ij k=1

g%ﬁa,k 0 ,
. - o —_
Or en posant : X, =¢ ¢ o= K TBX =a %G kb X Donc:
8ann,k5 K

n
X*CX = | (X, *BX,)

k=1
Or les valeurs propres |, de la matrice semi définie positive A sont positives
ou nulles et X, *BX, 3 puisque B est auss semi définie postive. Donc
X*CX3 0 et C=A0O B semi définie positive.

3° Question

Dans le cas ou les deux matrices sont definies positives, les |, sont strictement
positifs. 1l suffit don de Sassurer que s X' 0, un au moins des X, est
différentde0.Ors Xt 0, il existei tel que x * O et il existe une colonne k
de Q,, qui rappelons le est unitaire donc inversible, tel que g * 0. Ce qui
fournit le vecteur X, recherche.

13° EXERCICE

S M est inversble, dans la décomposition polare M =UH , la matrice semi-
définie podtive H est auss inversible et de ce fait est définie positive.
Supposons qu'il existe deux décompositions: M =UH =U#H .

UH=U®#Ch UGU =H "H ¢

Donc H 'H¢ et unitaire. Autrement it :

HAHAH HA* =1 b H I HBeH =1

et comme H, H !, H ¢ sont auto-adjointes :

H'HEH '=1p HE=H?.

H étant définie positive, H =QDiag(l ,,---,1 ) Q* avec Q unitaireet |, >0.
Donc: HE =H?=QDiag(l Z,---,| 2)Q*

H¢ étant définie positive, ses valeurs propres sont strictement positives. Il en
résulte que : H¢=QDiag(l,,--,1 ,)Q*=H.
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14° EXERCICE

1° Question
A est définie positive. Selon le probléme VI1.10, " k=1.--n,Det(A,) >0. Et
C'est précisément la condition énoncée a I’ exercice 11.12 pour que A possede
une décomposition LU .

2° Question
Aa 0 --- 06 &, * - *0
Go oD o .ol
Soit A=LU avec L=6, U= N
G: - O: G: . . *I
g* e, % 13 So .. 0 Un;;

(selon I’ usage établi, les* désignent des termes quel conques).

9
Pour k=1.--n, A, =LU, . Donc Det(A )= Det(L,)Det(U,) = O u, . Comme,
i=l
k=1.--n,Det(A) >0, il enrésulte quetousles u sont strictement positifs.

A peut s écrire :

*

é_ *
¢o -
A= LDiag(y, ;- ,u,)U¢ avec U ¢=g: .
&o
A éant hermitienne :
A= APpb A=9H¢* Diag(uy,---, u) L*
L U
Nous voici en présence d’ une deuxieme décomposition LU de A. D’ou :
L=U® etdonc A=LDiag(u,, - u) L*.
Mais, comme les u, sont strictement positifs, on peut auss écrire :

A= LDiag(\u,++,fu, ) Diag(uy, -+, yfu, | L*

ce qui en posant : L¢= LDiag(\/u—,---,\/E) fournit la décomposition désirée.

* ..

o ..
H
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CHAPITRE VII

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT
1.

weg 2 oweeg %2 jajw|-2 el

2. S P est une matrice de projection :
IPle =~Tr (P*P) ={/Tr (P)
Une matrice de projection de rang r étant semblable a Diag(4,---,1,0,---0), on

r fois

peut compléter : |P|. =/Tr(P) =/Ra(P) .

3. S H est hermitienne : H* =H . Lasomme C; des modules de la colonne j
de H est égae a la somme L; des modules de la ligne j de H. Par

conséquent : [H |, =maxC; = maxL, =[H|, .
j j

4. ||D||1="D||¥ = "D"2 =miax|ai| "D"E ="é |ai|2 '
I

5.5 A¢=Q* AQ avec Q unitaire:
|Ad, =r (A Ag =1 (Q* A*QQ* AQ) =/r (Q* A* AQ)
Q* A* AQ et A* Aéant unitairement semblables ont méme valeurs propres.

Doi: A, =/r (Q* A* AQ) =\/r (A* A) =||A],.

6. S dles sont unitairement semblables, 1a proposition V11.6 donne une réponse
affirmative. Si elles sont «smplement » semblables, la réponse est négative.
Exemple :

a 2 est semblable a a3 0 2 et leurs norme euclidiennes respectives sont
& 1 € -1
J19 et V/10.

7. | | est une norme associée & un produit scalare et I'égdité du
parallé ogramme (cf. propositions [11.22 et 111.55) est vérifiée :
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| A+ Bl +[A- Blc = 2JAl; + 2|8
8. Non: r (A)=0 n'implique pas lanullité de A mais sa nilpotence.

9. A est symétrique réelle. Ses valeurs propres sont réelles et | Al =|Al, =3.
Donc : Spec(A)1 [-3,3].

10.
U,* Al U.*l (AU
RA(Uk): k Uk -k k( ) k

Uk*Uk Uk*Uk

=1 (A

11. Sdon lecorollaire VII1.21 :
| (A)+1,(B)EI,(A+B) £l (A)+1,(B)P 2£I (A+B)£5
| ,(A)+14(B) £l ,(A+B) £l ,(A)+1,(B)P 1£1 ,(A+B) £ 4
I 3(A)+14(B)E | ;(A+B)EI;(A)+1,(B)b O£1 ;(A+B)£3
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1° EXERCICE
En recourant aux services de Maple...
1° Question
> A:=matrix([[1-2*I, 1-1, 1], [-1+I, -1, 0], [3, 2, 2*I]]);
d-21 1-1 1
A=§-1+1 -1 0
3 2 2|ﬁ
> for x in [1,infinity,frobenius] do x, norm(A,x) od;
13+45+2
¥, 7
frobenius, 2,/7
La meilleure majoration est fournie par la norme euclidienne (Frobenius) :

r (A)£27

2° Question
> with(procalgebre) :
> gershgorin(A);
Centre, [ 1, -2], Rayon, 1+,/2

Centre, [-1, 0], Rayon /2

Centre, [0, 2], Rayon, 5

> eigenvals(A);
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2° EXERCICE

1° Question
> B:=matrix([[2, -I, 1+sqrt(3)*I], [I, 0, 4-3*I], [1-sqrt(3)*I, 4+3*I,
-111);

s 2 -1 1+14/3
B=8 | 0 4- 31
- 143 4+31 -1

> for x in [1,infinity,frobenius] do x, norm(B,x) od;
18

¥, 8

frobenius, /65
Lameilleure mgjoration est fournie par lesnormes || |, et || ||, : r (A)£8
Mais de plus la matrice est hermitienne et ses valeurs propres sont réelles:

Sec(B)1 [- 8,9
> with(procalgebre) :
> gershgorin(B);

Centre, [ 2, 0], Rayon, 3

Centre, [0, 0], Rayon, 6

Centre, [ -1, 0], Rayon, 7

Ce qui permet d’ amdliorer lalocdisation: Spec(B) 1 [- 8,6] .

3° EXERCICE

Les disgues de Gershgorin sont : D; de centrea, ;, derayon § |a1.’j|
j=Liti

36



Chapitre VII : corrections d’ exercices

n
Comme|a;|> & |a |, OF D;.0n'est donc pas valeur propre de A qui est
j=1jti
donc inversible.

4° EXERCICE

S A est normae, elle est diagonalisable dans une base propre orthonormale :
A=QDiag(l ,,--,1 ) Q* avec Q unitaire.

A* A=QDiag(l ++[) Q* QDiag(l; ;- | ,)Q* =QDiag(ly|", [l ,[)Q*.
r (A*A)=miax|l [ Donc: | A, =+/r (A% A) =miaX|| =r (.

5° EXERCICE

1° Question
Soit A symétrique et B antisymétrique :
(A;B)=Tr(B‘A)=Tr(-BA)=-Tr(AB)=-Tr((AB)t)=-Tr(BtA)=-(A; B)
Donc (A; B) =0.
Les sous-espaces supplémentaires Ms,(R) et M4 (R) sont donc
orthogonaux. Et la projection A— %(A+ A') est la projection orthogonale sur
Ms,(R) .
Selon laproposition VI.23: _min_||A- B :l(A+A‘).

Bl 95, (R) 2

2° Question
Dansle cascomplexeavec A*= A et B*=-B :

(A;B)=Tr(B* A) =Tr(- BA)=-Tr(AB) = -Tr((AB)*): -Tr(B'A)=-(A;B)
De (A;B)=-(A;B), on peut smplement conclure Re((A; B)) =0.

6° EXERCICE

Soit M =UH ladécomposition polaire avec U unitaire, H semi définie positive.
Alors:

IM - Q. =|UH - Q| avec Q unitaire.

Selon laproposition VI1.9 |UH - Q| =Ju*UH- U *Q||. =[H -U *Ql|..
M- Qe =[H-u Q]

H éant semi-définie positive : H =PDiag(l ,,---,1 ) P* , P unitaireet | ;3 0.
[M - Q. =[[PDiag(l -1 )P*-U* Q|
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Et en usant encore de proposition VI1.9:
[M - Ql =[Diagly - 1) - P*U* QP
Lamatrice P*U* QP , produit de matrices unitaires est unitaire. En posant

B=(h, ). € enutilisant laformule de calcul de | |, :
j=L--n

|2

M- Qf =[piag(s 1) Bl =& 1 -y + & o,
i= i j=
i1

=én (i -0 - 5,i)+ én |h,j|2
i=1 :ijj:l

=én (17~ 2Re(ly)I; +|h,i|2)+ én b|,j|2
i=1 i,j=1

i

=407~ 2Re(,) )+ A |n, [

i,j=1
2
48
Et comme B est unitaire, sefon la proposition VI1.9: |B| =n.

IM - QJg =él(| 2- 2Re(y)! JHn=8 (12- 2Re(ly)I; +1)

i=1
Comme B est unitaire, [b,|£1 et Re(h) aussi. Donc :

IM-QEz a?-2,+D=3 (- 1?
i=1 i=1

n
a (I, - 1)> est donc un minorant de |M - Q||; Or s I'on choist comme
i=1
matrice Q, la matrice U, dors: B=P*U*QP=P*U*UP=1 et
n
IM - U2 =|Diag(l, 1 ,)- 1|2 =8 (I, - 1) Donc::
i=1

Qing"],linr(](c)”M h Q“E: "M -U ||E

Q unitaire

7° PROBLEME

1° Question
Pour a scalaireet X,YT C":
v x|, =lleax], =R llAx], =laflx],
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7 xavl=lacx ], elaxg, «ax], =[x, v,
v |IX||,=0p |AX|, =0p AX=0P X =0 puisque A inversible.

2° Question
IMX], _ JAMX],
M{ K =sup =sup
N TR AT
Enposant: AX =X X =AXdet Xt 0U X¢& O :
||A|\/|A‘1xrﬁ¥ .
||M||A-§‘£W-”AMA l
3° Question

S M et diagondisable : M =QDiag(l, -/ ,)Q*.
On peut supposer 1 (M) =|I | :

Mg ==[Q "M, =[DiagQ y, -1 )l =l 4= (M).

4° Question
Soit D = Diag(L e, e’ -, e”‘l)

Lamultiplication par D™* multiplie lalignei de J par e|1_1

Lamultiplication par D multiplie lacolonnej de J par e!-*
Donc les termes de la diagonale sont inchangés tandis que les k, sont

multipliés par %ei =e.Dou:
e

a, e, 0 - 09
S0 o il
D'D=¢: .0 ¢
C. . +
92 . Ekn_l_
&0 0 I,

Comme M =QJQ!:

Moy =|(@)*MQD], =[D"*Q *MaD], =[O, .

Or ||D'1JD||¥ =max (|l ; +ekyf, o, [l g +ekp ol n|)£miax|l |+e.
Et comme mfax|l [=rm): ||M||(QD)_1 £r(M)+e.

On rappelle que selon la proposition VI1.10 |M ||(QD)_1 31 (M).
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5° Question
S r (M) <1, enchoisissant e<1- r (M), il exise donc une norme matricielle
subordonnée telle que M| <1.

Comme cette norme est matricielle, pour tout entiert >0 ||Mt ||£||M||t )
Comme [M|<1: Lim|M| =0p Lim

t® +¥ t® +¥

Mt":OD LimM' =0.

t® +¥

8° PROBLEME

1°Question
En tenant compte de || | norme matricielle subordonnée :
v cond(A) :||A||||A'1||3 ||AA‘1||=||I |=1

v cond@A) =Ja A"Hai Al

- %"A“"A*": cond(A)

cond(AB) = Agj|B A |£ | AlllB]|B || A7

v e|AllAlefle]

£ cond( Acond(B)

2° Question
A é&ant inversible, Ax, AA*, A* A auss.
|A, =r (A A =s,
N | — -lx A1y — *x)- 1
|3, = Jr oAt Aty = r {cany?)
Les valeurs propres de (AA*) ! sont les inverses des valeurs propres de AA*
qui sont les mémes que les vaeurs propres, toutes strictement positives, de

A* A (proposition V1.44). Donc r ((AA*)‘ 1) -1 et :cond, (A) =51
S S

n 2

S U et unitaire:

l,=Vru*v) =Jry=te v =p *|,=p|,=1.00u:
cond,(U)=1

|AU, =r (AUU * &%) = 1 (AA*) =||A,.

De laméme facon, ||(AU)'1||2 =||A' 1"2 et cond, (AU) =cond, (A) .

Méme chose pour la multiplication & gauche par U.
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3° Question
] AX =Y
TA(X +DX) = Y+DY
e £|a ||||DY|| M
IX] VI Il

P ADX =DYP DX = A'DY . En passant aux normes:

|DX||£|| A ||||DY|| =

Il DX .

lovl .
Comme AX =Y, £||A{| ” ||A{| Al "— et finalement :
xiEA g EMIA T

XN -]

- Y1
Selon laremarque :
il existe DY tel que | ADY|=|A||DY| P |OX| =|| &Y |DY]

il existe X tel que | AX] =[|Af|[ x| P v]| =] All X]
Dans ces conditions :

M_” -1||MM_

joxi=] ot [l =l It B =l 1

XN =Y

X M

Application numérique :
L e package linalg de Maple possédant une fonction cond(), autant I’ utiliser :
> A:=matrix([[10, 9, 2], [10, 10, 11, [9, 9, 1]1]);

10 9 28
A=80 10 1§
9 o 1H

21 9 -1
Ai::El -8 1

> Ai:=inverse(A);

P

0 -9
> for i in [1,infinity,2] do i, evalf(cond(A,i));od;

1,899. ¥,441. 2 547.998174!
Quelque soit la norme matricielle subordonnée sousjacente, con(A) est
élevée...
> Y:=matrix([[21], [21], [19]D);

B

> X:=multiply(Ai,Y);
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7 l\
X::E lE
1y

> Yp:=matrix([[21.1], [20.9], [19.1]1]);
z l .

Yp :=§0;Hj

0.4

9;
Xp = 27‘5
2.

Une perturbation apparemment anodine de Y perturbe considérablement la
solution du systeme.

4° Question
i AX =Y
HA+DA)(X +DX) =Y
En passant aux normes :

> Xp:=multiply(Ai,Yp);

b ADX =- DA(X +DX) b DX =- A 'DA(X + DX)

o]

[ox] A [oA [ox + DY) REeT| x| ,34|||”A4| Dour:
el oA
£ cond(A)—
JO<+Dx)] IA
Avec Y =(A+al)V et DA=al, véifiant les conditions énoncées :
i AX =Y i X =A'(A+al )V

%(A+DA)(X+D<) =Y TX+DX—(A+aI) YA+al)V
1x (I +aA )v IDX =-aA'V
T X +DX =V TX+DX =V
Tenant compte de || A 1V|| = ||A ||||V||
Iox|_fal

ox]=faa e XL Bl cond (A
10Xl IMIP s =l A 1P o e

Et comme DA=al , |a|=|DA| et:

N 127
(AT
o+ o] A

Application numérique :
> Ap:=matrix([[10.2, 9.1, 2], [10, 9.9, 1], [9, 9, 1.1]]);
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402 9.1
Ap:=§10 9.9
9 115

4523974
63238359&'

21542734

> multiply(inverse(Ap),Y);

9° PROBLEME

1° Question
| +M non inversible implique —1 valeur propre et donc |[M |2 r (M) 2 1.
2° Question
Soit | T Spec(A+DA)- Spec(A) :
D¢=D -1 | =Diag(l ;- | ,+-,1,-1).Comme | T Spec(A), |, -1 * 0 pour

i=1.-n e D¢esinversble

P!(A+DA- 1 1)P=P 'AP+P 'DAP-11=D -l | +P'DAP.
Comptetenu de I'inversibilitéde D¢&=D - | | :
P *( A+DA- | 1)P= D¢I + D¢ P 'DAP)
3° Question
Comme | T Spec(A+DA), A+DA- | | noninversbleet P"(A+DA- | )P

et | +D¢P 'DAP noninversible. Et selon la1° question :
||D¢1P'1DAF>||3 > ||D¢1||||P||||P'l||||DA||3 1b ||D¢1||cond(P)||DA||3 1

Comme D¢1=Diag(:;ae 1 1 9 ||D¢1||=max 1 _ _ 1 .
g1 -1 g S -] minf- 1
Et [D¢*|cond(P)[DA|* 1 min|i - 1| £ cond(P) [DA].
Donc: "I T Spec(A+DA)- Spec(A), $i =1---n: || - |,| £ cond(P) DA
4° Question
Soit | T Spec(A+DA), dors:
s | T Spec(A),il exie | ;T Spec(A) telquel =1, et I T D(I,,R) !
2)s |1 Sec(A), la quettion précédente montre I'existence d'un

|, T Spec(A) tel que | T D(I,,R).

Donc : Spec(A+DA)i Lnj D(,R)

i=1
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5° Question
S Aestnormde : A=PDP* ou P unitaire. Sdon la 2° question du probléme
VI1.8, cond,(P)=1. Donc :

Spec(A+ DA)| UD(I |DAD

10° EXERCICE
S B est définie positive, (X,Y)— Y* BX définit un produit scalaire sur C". 1l
existe donc une base b de C" orthonormale pour ce produit scalaire. S | ‘on
désigne par X ¢ les coordonnées dans cette base b d’'un vecteur X de C",
X =PX¢ou P désigne la matrice de changement de base. Alors, comme a
matrice P* AP est auto-adjointe :
X*AX _ X*P* APX¢
= = X
X * BX X0 X ¢ Roap (X9
Il suffit d' appliquer alors la proposition VI1.19 :
*
= *
max =~ =MaX R pp(X9 =1, (P* AP)

*

i - *
N Bx - MinRe«ap (X§ =1 1 (P* AP)
Attention :
Rien n'assure que la base canonique est orthonormale pour le produit
scalaire définie par B. Autrement dit, on n’est pas fondé a supposer la
matrice de passage P unitaire!

10° EXERCICE

1° Question
v’ Linéaritéde p, :

p, (@ x+ by):ax+by-—<aX+by’u>

Ju?
=ax+by- a <X;u>+2b<y;u>u:a(x- <X’L;>u +b(x- <y,L;>
Jul Jul Jul
=a p,(¥) +bp,(y)
v oop, estuneprojection:
P2(¥) = p, (x- =220y = p, (9 - =52, (u) = p,(%) -

44



Chapitre VII : corrections d’ exercices

v p, est une projection orthogonale :

<X;u> <X;u>
< p,(X);y>=<x- ——— U y>=<Xy>- ———<u;y>

u 1

<X py(y)>=<xy- <"y;"L;> u>=<x;y>- <"y|F
u u

Onadonc p = p,. Donc p, est une projection orthogonale.

>
<xu>

v Ka(m)=wa)

p,(u)=u- u u-u=0.Donc Vec(u) i Ker(p,)

Réciproquement soit xT Ker(p,), dors:

<Xu>

p,(X)=0P x=——"—ub x1 Vec(u) . Donc :

Ker (p,) =Vec(u)
Enrésumé: p, et laprojection orthogonale sur Vec(u)”

v' Matricede p, danslabaseb:
Ladéfinition de p, se traduit en coordonnées par :
u'x,, _ 1

PX = =
! Uiy uw

——UU"'X en commutant le scalaire U'X avec U.

Dol RX =99 - —UU'OXxeth =% - 1UUtO
& uUUu 5 & uu g

2° Question
a)

la- p.@)I =(a- p(a)ia- p,@)=(A- RA)'A - RA)

=(A'- AR)(A- RA)= AA- ARA entilisant P} = R, et R =
oA L
=A -RIA =55

(en commutant les scalaires AU et U'A)

U'AAU
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b)
N 0
Ona: (A || A)g: += éAA‘.D’oU:
%% -
=§1||a P (@)|” _.1UU
_ 1
uU'u e?‘lAAAJ Uy

La matrice AA' de talle p” p, est semi-définie positive, donc (propositions
V141 et V1.44) ele et diagondisable dans une base orthonormale et toutes
ses valeurs propres sont positives ou nulles. On notera 1,3 1,3 -3 1, les

valeurs propres et (vy, V,,---,V, ) la base propre orthonormale associée. d, est
U’ AAU

le quotient de Rayleigh R, (U) = . Donc d'aprées 1V.2.3 le minimum

de ce quotient est |a plus petite valeur propre de AA' | , et il est ateint pour
u=v,, autrement dit U =V,,.

Dans ce cas Vec(u) =Vec(v,--, Vo.1), puisque la base propre étant
orthonormale, tous ces vecteurs sont orthogonaux a u=v,, .

Commentaire:

La question sous-jacente dans ce probléme était la celle-ci. Etant donné
une liste n vecteurs 4 (liste que I'on retrouvera au chapitre Xl sous
I’appellation de nuage de points) dans un espace de dimension n,
déterminer un hyperplan F tel que la somme des carrés des distances
entre les points du nuage et leur projection orthogonale sur I”hyperplan
soit minimum. La réponse est donc I’orthogonal dun vecteur propre

correspondant a la plus petite valeur propre de AA'.
Dans le cas ou le sous espace engendré par le nuage est de dimension
KE p-1, alors il existe un hyperplan qui contient tous les points du

nuage et d, =0. Mais dans ce cas lerang de AA" estaussi £p-1 et
donc la plus petite valeur propre | , =0.
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CHAPITRE VIII

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT
1. S Aestdetallen” p, A estdetalle p” n.

2. N'importe quelle matrice M detaille « adaptée »: OM0 =0 !

16 . . - 16
3. A:aa O estinversibleet A’ =A‘1=aez 0
& 25 &3 25
4y &2 -10
Sdlon la proposition VI11.13, é?i:g_:% 2: est une inverse genéralisee
% S0 0
er - 1 06
réflexive de (A | 0) & 2
&3 2 0g

4. Selon le théoréme VI3, AA" et une marice de projection donc :
(AA ) = AN,

5. Alors, avec les notations de la définition VIII.2, Ker(f)={0} et
Im(f)=F, etf estinversble.

6. La premiére affirmation requiére la réflexivité de f -, propriéé dont jouit
fr.

7. Dans |les exemples présentées suite a la proposition VI11.21 figure :
XTc"-{o} pX*= 12x*
X[
Par adjonction, la propriété vaut auss pour les vecteurs lignes et I'inverse de
49
12
30¢3+

345

M oore-Penrose demandée est :
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8. Pas nécessairement : voir remarque suite ala proposition VII1.5.

9. Rg(A)=Rg(A" ) S et seulements A est réflexive (corollaire VIII.11).
Rg(A) =Rg(A") puisque A" est réflexive.

10. Selon le deuxieme exemple de la proposition VI11.21 :
(Diag(1,- 1,0))" =Diag(L - 1,0)

11. Ni I'un ni I'autre en général.

12. Elleméme: ppp=p!

13. Oui. En utilisant la verson matricielle de la proposition 1.42 :
(AAB)A* A B*)(AA B)=(AA"A)A (BB'B)=AAB

Idem pour les autres propriétés...

14. AA" est une projection orthogonale, ses valeurs propres sont 0 et 1.

15. Sdon laproposition VII1.24 : (XX*)" = X" * X* . Comme X est un vecteur
1

colonnenonnul; X" = >X*. Donc :
11
1 1 1
(XX*)" = X X* = XX *
IXE Il X,

On peut auss, procéder a une véification directe des quatre propriétés
caractéristiques de I'inverse de Moore-Penrose.
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1° EXERCICE

1° Question
Sil exigte Xtel que AXB=C, dors:
AA'CB B=AA (AXB)B B=(AAA) X(BB B) =AXB=C.

2° Question
Soit X=ACB +Z- A AZBB , dors:
AXB=A(A'CB +Z- A AZBB )B=AACB B+AZB- AA AZBB B
=A =B
=AACB B=C
3° Question
Soit X tel que AXB=C ,dors,d Z=X- ACB :
ACB +Z- AAZBB =ACB +X- ACB - AA(X-ACB )BB
=X- A AXBB + A AACB BB
=C =
=X
Ce qui établit que toute solution de AXB =C est de laforme indiquée.
Enrésumé :
AXB=C aune solution s et seulement s AA'CB B=C et dans ce cas
I’ensemble S des solutions est :
S:{A‘ CB" +Z - A AZBB' / Z désignant une matrice de méme taille que X}

2° EXERCICE
1° Question
M M@ = ABB" A'AB= ABB B= AB.
S B réflexive:
MM M¢=B A'ABB"A'=B BB A'=BA!'=MC,
2° Question
Selon la question précédente, B*A'? est une inverse généralisée réflexive de

AB. Il reste les question d’ orthogonalité :
(MM@O*=MMdet (MM )*=M M ?

(MMO*=MM ¢0 (ABB*AY)*=ABB*A*U Al*(BB")*A*= ABB'A!
U A*1(BB")A* = ABB*A™*
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On ne peut conclure que si: A* = A, autrement dit S A est unitaire. Et dans
cecason obtientauss : (MM )* =M M .

3° EXERCICE

1° Question
Suivant le cordllaire VIIIL.25: UV =(U*U)'U * =0 et cdcul andogue
=0

pour les autres relations.

2° Question
MM¢E=(U +V)U* +V* ) =UU*+UV* +VU* +W* =UU* +W*. UU" et
=0 =0
VV* éant auto-adjointes, MM ¢ aussi.
En pour suivant :
MMM =UU* +WH*)U +V)=UUU +UU V+ VV' U+ W'V =M
Le cacul est anadlogue pour MdM autoadjointeet MM M¢=M .
4° EXERCICE
1° Question

Comme a!0, O et vadeur propre smple de f. Donc
Dim(E,) =Dim(Ker(f))=1 et Rg(f)=n-1.
2° Question
D’ apres Hamilton-Cayley :
C,(f)=0p (-D)"f"+a ,f"t+...+a,f?+af =0

b -é((-l)”f”+an_1f”‘l+---+a2f2)=f
b f?i((_l)nfn-2+an_1fn-3+_,,+a2|d)9f:f
e & a

b fP(f)f =f
cequi qudifie P(f) comme inverse généralisée def.

Application numérique :
> A:=matriX([[1, 21 _1211 [_11 _21 6]1 [Ol Ol 2]])1

12
A=&1 -2 6H
o o 2H

> eigenvalues(A);
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0,2-1
> -charpoly(A,X);
X2 +2X
> Pi=-1/2*%(-X+1);
1,1
P=5X-5

> Ap:=evalm(1/2*(A-diag(1,1,1)));

4 0 1 H

-1 3 u

Ap:= 2 2 SE
1

0 0 Eg

> multiply(A,Ap,A);

Mais Ap n'est pas réflexive :
> multiply(Ap,A,Ap);

5° EXERCICE
1° Question
i) b i)
L’indusion Im(f2)i Im(f) vade soit. Dans |’ autre sens :
Soit yl Im(f), y=1f(x). Comme E=Im(f)A Kerf(f), x se décompose
de maniére unique : x=f(x§+ x, .Donc: y=f*(x9+ F06)= f2(x9 et

T1m(f) TK;r’_Ef) =0
yl Im(f2).
i) P i)
Evident.
i) P iv)

D’ aprés le théoréme du rang :
Rg(f2)=Rg(f)P Dim(Ker(f?2)) =Dim(Ker(f))
Comme Ker (f) 1 Ker(f?), I'inclusion est une égalité.
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iv) b i
Sc))it jT Im(f)CKer(f), dors: y=f(x) et f(y)=f?x)=0. Donc
xI Ker(f?).S Ker(f)=Ker(f?),dors y=f(x)=0.
Im(f) G Ker(f) ={0} . Donc Im(f) et Ker(f) sont en somme directe et
puisque Dim(Im(f)) + Dim(Ker(f)) =Dim(E), E = Im(f)A Kerf (f).
2° Question
On utilise les notations de la définition V111.2.
Comme E=F =Im(f) A Kerf (f), On peut choisir pour définir * :
E¢=Im(f), F¢=Ker(f) et u=0
Lacondition u=0 garantit que f* est réflexive.
De plus suivant le théoreme VI111.9:
f#f estlaprojectionsur Im(f*) sdon Ker(f)
f % estlaprojection sur Im(f) sdon Ker(f*)
Et commeadors, Im(f*)=E¢=1m(f) et Ker(f)=F'=Ker(f*), dors:
ff=1f"
Réciproguement, S une inverse générdiste réflexive f* de f véifie
fPf =1 % dors: Im(f*)=Im(f) et Ker(f*)=Ker(f).
Comme f* est réflexive, u=0 et E¢=Im(f*). Onadonc :
E=ECA Ker(f)=Im(f*)A Ker(f)=1m(f)A Ker(f)
3° Question
Sdon la définition VIII.19, f# est I'inverse de Moore-Penrose de f s et
seulement si: E¢=Ker (f)" et F¢=Im(f)".
Or f# est définiepar: E¢=Im(f), F¢=Ker(f).
Donc: f*=f*0 Im(f)=Ker(f)" U Ker(f)=Im(f)".

6° EXERCICE
Selonlecordllaire VIIL.25: M* =M *(MM*)*.S M =(A| B) :
+ _ab\_* &\*OO aA* 0 * *
_(A| B) _gB*§A| B gB* gB* (AA +BB )
ae)A*(AA*+BB *)
gB*(AA*+BB i
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7° EXERCICE
S H est semi-définie positivederang r :
H =PDiag(l,,--,l,,0,---,0)P* avec | ,---,1, >0 et P unitaire.
Laproposition VI111.23 indique aors que :
+ . el 1 0
H" =PDiagg—, -, 7—,0,--,0:P*
e' 1 Ir %]

cequi montreque H™ et auss semi-définie positivederang r.

S H est définie positive, dleest inversbleet H* =H™* ...

8° PROBLEME

1° Question
MM * est semi-définie positive, toutes ses valeurs propres sont positives ou
nulles. Donc Det(MM *+x1 )1 0 pour x>0.

2° Question
S M =QDP* avec D =Diag(s,,,s,,0,-,0) etless, >0:
MM *+xI =QDP* PDQ* +xI =QD*Q*+x =Q(D*+x)Q*

P
|

=QDiag(x +S7,-+, X+S 2, X+, X)Q*

et:
& 0
(MM*+x|)'1:QDiaggX+1$2,---,x+1Sz ;1 —i:Q*
1 r %]
3° Question
.o e 1 1 1 16
M*(MM*+XI)'1=PDQ*QDIan St 2’_""’_iQ*
— X+S X+S X X
=) 1 r a
. . e 1 1 1 10
:PDlag(Sll"';Sryo;"'yo)D|aggX+Szl"'!X+521;1";;iQ*
1 r a
., &8s S 0
= PD|ag 1 S r > 107...10iQ*
%X+S1 X+Ss; g

En passant alalimite :
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. _1 . & . ®s, S 6 .0
Lim(M * (MM *+xI) )=L|m§PD|agg =0, 0:Q% =
s oy X¥S;  X¥S g g
& 0
:PDiagQi’...’i,o’...,0+Q*
esS; S, a

=M " selon laproposition VI11.27.

4° Question
Un cdcul analogue montre que :
- ) &1 O 6
M* (MM * +1) ¥ = PDiagSs , S+ S, =+ ,0,+,07Q*
TREF A TR A
D'ou:
+6¥ i e +¥$ ék -5¥% 1 0 0
A M* (MM * +1) “ =PDiag¢s, 3 5% Sy >+ ,0,+,07Q*
K=l 8 k=1 10 k—lgx-'-sr a a
or, selon laformule concernant les séries géométriques, pour i =1---r :
e 6
+¥8610 ‘? 1 T @m+s? 6 1
+ =8 ¢—F—-17=5, c———-1:=—
1+S (}1_ _ g S; ﬂ S;
1+s” g
Et finalement :

é M * (MM * +|)'k =PDiaggi,---,i,0,---,0+Q*
k=L esS1 S, o

=M " selon laproposition V111.27.

9° PROBLEME
1° Question
Soit M1 M, ,(C) derang r. Sdon le corallaire VI.47, M =QDP*, avec

T 94.(C), PT M, (C) wnitdreset D= 9o S )| L.
Q n( )1 p( )Un|a|res _g 7 |Z

0
(Z  designant lamatrice nulle al lignes et k colonnes).
Comme les valeurs singuliéres s ,,---,s, sont strictement positives, on peut

écrire:

r
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D:g%iag(\/s_,..., sr)?(Diag(\/S—,...,\/;) | Zr,p.r)
& oo p
Et en posant :
AngDIag(\/S_,,\/S—r)g, B:(Diag(\/s—,---,\/s—r) | Zr,pr)P*’
8 Zn-r,r B
On obtient les deux matrices requises.
2° Question

A* Al M, (C) . Elle est de mémerang r que A (corollaire V1.5), ele est donc
inversible. Le méme raisonnement vaut pour BB* .

3° Question
S onpose, M¢=B* (BB*) }(A* A)1A* :
1) MM¢= ABB* (BB*) }(A* Ay A= A(A* A)TA*,
=

Et (MM §* = MM ¢

2) MM# = A(A* A 1A* AB= AB= M
%v——l

3) MO =B* (BB*) 1(A* A) 1 A* AB = B* (BB*) !B
=

Et (MOM)* =M M

4)

M® M¢=B* (BB*) ! BB* (BB*) 1 (A* Ay *A*=B* (BB*) }{(A* Ay! & =M¢
T

M ¢ passe donc avec succes les tests de qualification d'inverse de Moore-

Penrose.

4° Question
> M::matriX([[l, -2/ _11 O]I [11 -11 OI 0]/ [11 OI 11 0]])/

1 -2 -1 Oy
M=l -1 0 O
1 0 1

0

CInCees

> rank(M);
2

> A:=matrix([[1, O], [1, 1], [1, 2]]);
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o

=
o n o v w ol

>
Ii
DXTDADDATID:

I—‘l\.)"—‘ [ i
o
=N
—_

> B:=matrix([[1, -2, -1, 0], [O,

g

H

> Aa:=inverse(multiply(transpose(A),A));

4

ov
~

[ENN
o
oo cu.cuig

> multiply(A,B);

N
o

,_\
R O R
o o

ol ol m o

v
~

Nl NS
o o o i)

>

Q

li
(DXDDEDAIDEDDD
N olaon

> Bb:=inverse(multiply(B,transpose(B)));

7 2 N
Bb :=§§ 19
1 ol
> Mplus:=multiply(transpose(B),Bb,Aa,transpose(A));
1 2 7
B 9 EE
5 -1 1
Mplus:=§18 9 EH
2 1 4}
9 9 94
0 0 © ﬁ

10° PROBLEME
1° Question
Sdon la propostion VI3, Im(f*) et Ker(f) sont supplémentaires
orthogonaux dans E. Tout x de E se décompose: x= X + X,
Tln?ff*) TKE'H(T)
et o apres Pythagore:: [, =[| [, +| % [;
Par alleurs f(x)=f(x). Comme f est une isomérie partielle et que
x 1 m()  [Ff =] el =(F00): f 00)= (%5 %) =[x, -
Onadonc :
MG =l + bl
D’oli I'inégdlité : || f (x)], £ . L’ égalité est obtenue si et seulement si %, =0,
autrement dit S et seulement s xT Im(f*).
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2° Question
D’aprés la proposition V1.5, f et f* sont de méme rang, donc Im(f*) est de
dimengon r (r<n) Comme Im(f*) et Ker(f) sont supplémentaires
orthogonaux dans E, on peut donc choisir une base orthonormale (e, -, 6 ) de
Im(f*), et une base orthonormale (g.,,,--,&,) de Ker(f) de sorte que
(6, &,8,, &) soit une base orthonormale de E =Im(f*)A Ker(f).
Comme g,---, 61 Im(f*) et que f conserve le produit scalaire sur Im(f*),
(f(e),~+ f(g)) est une liste orthonormale de F et par construction
Ker (f)=Vec(e,,, -, €,). Dans cette base (e, &,8,, &), f aune

r n-r
i & *|0 06
matrice du genre: p'l[ ¢: :|: .+, les r premiéres colonnes étant
i é* *10 Op
orthonormales.
3° Question

f isométrie partielle O " u,vT Im(f*):(f (u); f(v)) =(u;Vv)

O "yzl F(f (f*(9): T (F*@))=(f*(y);: T*(2)
O "yzl Fi(ff*ff*(y);2)=(ff*(y);2)

O "yzl Fi(ff*ff*(y)- ff*(y);2)=0

O "yl F:ff*xff*(y)- ff*(y)=0

O ff*ffx=1ff~*,

4° Question
1) ff*ff*=ff* montreque ff* est une projection (sur F). Comme de
plus (f f*)*=f f * il Sagit d une projection orthogonale.

2) ffxffx=ff* et Im(f*ff*)[ Im(f*) implique sdon le corollaire
V1.4, en échangeant lesrélesdef et f* : f*ffx=f*,

3) fxff*=f*p f*ff*f=f*f cequ montre, sdon la 3° question, que
f * est une isométrie partielle.

4) et 5) : méme démarche qu’ en 1) et 2) en échangeant lerdledef et f* .
Enrésumé, s f est uneisométrie partielle, f* = f*. Et danscecas:
v ff* estlaprojection orthogondede E sur Im(f)=Im(f f*).

Y4
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v f*f estlaprojection orthogondedeF sur Im(f*) =Im(f* f).
5° Question
S f*=f",dors ff*ff*=ff"ff*=ff"=ff*. Donc, daprés la 3°
question, f est une isométrie partielle.

6° Question
S f(x)=1x,

onadunepart: (f(x); f(x)=( x;1 x) =11 (x; x) =]l |2||x||§
etdautrepart: (f(x); f(x))=(f*f(x);x).
Comme f* f est une projection orthogonale : ( f * f(X);x) =||f * f(x)||§.
I 191,
M,
Comme f*f est une projection orthogonae : |f * f(X)|, £[x|,, e donc

1|7 [0,q].

D'ou: [ | =f* t ;P |1 =
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CHAPITRE I X

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT
1. Non, pas nécessairement ! Ce sont deux notions de nature différentes.
Exemple : §e2

gest définie poditive.
2g

2%
2. Non plus ! Exemple : ?; 12 a pour valeurs propres —1 et 3 et n'est pas

a
définie postive.

3. Spec(A)={1,1+i,1- i} est impossble car r (A)=~[2 nest pas vaeur
propre.

Spec(A) ={2,- 2,1} est impossible car il existerait alors 2 valeurs propres
distinctes de module r (A)=2.

Voir théoreme de Perron I X.6.

4. Non: A serait cyclique de période 2 et Spec(A) devrait aors étre invariant
par : X+ - X, cequi n'est pas le cas (cf. proposition 1X.17).

5. Non : g dle et irréductible, r (A)>0 est vaeur propre (théoreme de

Frobenius 1X.16). Or une matrice nilpotente n'admet que O comme vaeur
propre (proposition V.17).

6. Pas nécessairement. Exemple : g’é 02 est positive, mais comme elle est

2
nilpotente, elle N’ est pas diagonalisable.

7. Non r (A)=2 est vaeur propre double. Contradiction avec le théoréme de
Perron IX.6 s A> 0 et ave le théoreme de Frobenius 1X.16 dans le cas
irréductible.

8. Non pour la premiére, oui pour les deux suivantes et non pour la derniére.
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da 1 16
9. Exemple: %0 1 1.
01 1p

10. Non pas nécessairement : S A est productive avec r (A =% , I (2A)=1,
ce qui, selon la proposition 1X.24, ruine les espérances de productivité de 2A.
11. Non pour lapremigre: s =1.

Non pour laseconde : s, =0.
Oui pour laderniére.
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1° EXERCICE

Les deux matrices A et B ne différent que par les valeurs sur la diagonae. Or
celles ¢i sont sans influence sur I'accessibilité d’'un sommet a partir d'un
autre... En terme de graphe, les graphes associés a A et B ne différent que par
les boucles sue les sommets. Donc s I'un est fortement connexe, I’ autre aussi
et... vice-versa.

2° EXERCICE

1° Question
Notons a ; letermelignei colonnej de Aet by ; letermeligne i colonne j de

n

B. Comme AA'=I, pour it j, é_a,-,kh(‘j =0. Or tous les &, sont
k=1

strictement positifs et un au moins des b, ; est différent de O (sinon A™*

n
affublée d une colonne nulle ne serait pas inversible). § &l ; =0 impose
k=1

aorsqu'un des by ; soit strictement negatif.

2° Question
Oui, par exemple s A est une matrice diagonae a termes strictement positifs,
Al auss.

3° EXERCICE

S Soec(A):{Il,I 5l p} avec |, =r(A), dors sdon la propostion V.3:
Spec(A+ 1) ={1, +L 1, +1,1  +1.

Pour i =2--p:l,y=r(A2|l|p I +13 |1, |+1p I, +1 3|, +1].
Comme |, +11 Spec(A+1), il enrésulteque r (A+1) =1, +1=r (A)+1.

4° EXERCICE
Le corollaire IX.4 stipule, pour une matrice positive A :
n

minL £1 (A£maxL ol L, =3 a

1 I j:l !
Or la condition indique que tous les L, sont égaux a a . Par conséquent
minL, =maxL; =a etdonc r (A)=a .

1 1
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5° EXERCICE

1° Question
Pour que le graphe associé a la matrice soit fortement connexe, il faut au moins
n fléches pour relier lesn sommets. Doncs k< n, C' est sans espoir...

2° Question
Une matrice de permutation circulaire comme :
& - - 0 15
1 . -
¢ %
P=¢0 "-. . i
C. .. . .7

G ;
&0 - 0 1 O0p
fournit un tel exemple.

6° EXERCICE

1° Question
Soit I’ hypothése de récurrence 7, :0£ A* £ BX.
H, estvraie.
H. P H,:
Comme A= AKA -
n
(Ak+l)i,j :Ié_l(Ak )i,l A.j (Bk+1)i,j - éill(Bk)iJ by

Comme 0< A<B,pourtout i, j=1--n:0£a; ; £b ;.
Sdon #,, pour tout i, j = 1---n:0£ (Ak) I_E(Bk)

i i

£ (6"

Donc, pour tout i, j :1---n:0£(A"+1)

i i

Autrement dit : O£ AL £ BK*L,

Remargue : I'inégalité < entre les matrices A et B peut se transfomer en £
pour leurs puissances. Par exemple :

(0 18 0 20 0 16 o0 26 _a® 08
S0 0y &0 0y & 05 &0 05 & 04

Comme (pour tout k>0) O£ A £ B¥, la somme de chague colonne de A*
est inférieure & la somme de la colonne correspondante de B*. Or pour des
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matrices & termes positifs ou nuls, lanorme || ||, est égale au maximum de ces
sommes (proposition V11.3). Par conséquent : " A "1 £ "Bk"l.
Par gpplication de la proposition V11.13 qui vaut pour toute norme matricielle :

1 1
. kv . ko
bl | e mlel o e
2° Question
gean w8, 00 3y al,ng
c : : : : : _
3 931-1,1 &g :
A:g o ... ... 0 0 -
gai J.r1,1 .5 ai+:!,i +1 :
9 . . : :
gan,l 0 n,nE
- L a1 0 Q41 &
~ ai-1,1 ai-l,i-l- I
Det(A-11)=| 0 - -1 0
SRR CTN I
3y 0 A - |
En développant suivant lalignei :
;-1 - . Ay a,
~ &g v Qgig- |
Det(A-11)=-1 '
A a1+m a1+J,i+1' I
&y Ay~ |

Det(A - 11)=-1Det(A-11)
Par conséquent Spec(A) = Spec(A)E {0} et r (A)=r(A).
Comme A £A.Onadonc: r (A)=r (A)Er (A).

7° EXERCICE
Le fait qu’' une matrice positive soit irréductible (resp. primitive) ne dépend pas
de la valeur précise de ses termes mais uniquement du fait qu’ils sont nuls ou
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strictement positifs. Les deux matrices A et B ayant leurs termes nuls aux
mémes emplacements, les deux équivalences s en suivent.

8° EXERCICE
&0 a; - a, 0
B:gam ol
¢ : an—Ln?
gan,l R A o E

B et A ne différent que par les termes de la diagonae. Selon le premier
exercice, I'irréductibilité de A implique I'irréductibilité de B.
Comme les termes de |la diagonale de A son strictement positifs, a >0 et 1B
a
est auss irréductible.
n-1

Alors, sdon la propostion 1X.14, §+$Bg >0. Et sdon la propostion
2

1X.21 | +iB et primitive.
a

ael Q1 8 O
& a .
(; -
! i
1_ %a -
Or |+=B=¢ - e A ont leur termes nuls aux
a g : a‘r‘l-l,ni
¢ a s
€t . G g T
) a @

mémes emplacements. Et selon I’ exercice précédent A et primitive.

9° EXERCICE

1° Question
Commeles b, etles ¢, sont strictement positifs le graphe de M, contient les
fleches suivantes :

e]_ ‘ e2 ...... en_ ( en
graphe manifestement fortement connexe...
2° Question

S undes a est dtrictement positif, la proposition 1X.22 permet de conclure.
Mais ce n’est malheureusement pas écrit dans |’ énonce.
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10° PROBLEME

1° Question
Aet A" sont toutes deux strictement positives. |l existe donc (théoréme IX.6
de Perron) un vecteur propre U ¢ 0 de A et un vecteur propre V&0 de A'
associés aleur vaeur propre commune r (A) =r (A') . U¢v ¢ est dors un réel

iU CetV = iVtt on obtient les deux

Va Ja

vecteurs vérifiant: UV =10 V'U =1.

strictement positif a . En posant U =

Dans ces conditions, en posant: B= A- r (AUV' :
UV'B=UV'(A- r (AUV') =UV'A- 1 (AUVUV'=U( AV, )'- r (AUV!
=1 =r (A\V
=r (AUV!'- r (AUV' =0
2° Question
Soit BW=IW avec| * 0. Alors:
UV'BW =I1UV'WP 0=IUV'WP UV'W =0.
f

=0

D'oli: AW=(B+r (AUVHW=BW +r (A)&!{:;V:IW.

3° Question
Supposons r (A) valeur propre de B associée a un vecteur propre W. Comme
r (A)> 0, la deuxieme question assure que W est aussi vecteur propre de A
associéa r (A). D’apres le théoréme 1X.6 de Perron, le sous espace propre
deAassociéa r (A) est dedimension 1. Et comme U est aussi vecteur propre
deAassociéar (A),W=aU (@a?! 0). Onaurait dors:
BW=r (AWP BU =r (AU P (A-r (AUV')U =r (AU
P AU - r(A)U\iler(A)U Pr(AU-r(AU=r (AU

=1

P r(AU-=0
Ce qui est manifestement impossible.
Donc r (A)lI Spec(B)

Pour résumer les questions 2° et 3° : Spec(B) - {0} | Spec(A) .

Mais, attention, de cette incluson stricte, on peut seulement déduire:
r(B)£r (A). Rien n'exclut, a priori, que B posséde une valeur propre
| 2 r(A) e demodule r (A). Mais dans ce cas, | éant non nulle serait
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auss, salon la 2° question, vaeur propre de A. A posséderait alors une vaeur
propre | 1 r (A) et demodule r (A), en contradiction avec le 3) du théoreme

1X.6 de Perron.
Donc, finalement: r (B) <r (A).

4° Question
Soit I hypothése de récurrence 7, : B = A - r (A*UV".
H, estvraie.
H.b H,,:

B = A~ r(A*UV' b B =(A*- r (A)UV")BP B*'= AB- r (A*UV'B
=0

p B'= AY(A- r (AUVY) P B = AL 1 (A)AMUV!
Or U, vecteur propre de A associé & r (A), est auss vecteur propre de A
associéa r (A)X, autrement dit AU =r (AU . Et findlement :
Bk+1 :Ak+1_ r (A)k+1uvt
1 .. 1

Bk = Ak r (AFUV'P -Bf= kA"- uv'.
r(A r(A

k
=5
B* =0. Donc Lqu—A_ =Uv'.

Comme r (B)<r (A), Lim T A" gl (A) 4

5° Question
Sous |” hypothese, pluslarge, A irréductible, en se fondant sur le théoréme 1X.16
de Frobenius au lieu du théoreme 1X.6 de Perron , tout se passe sans
modification jusqu’a la fin de la question 3°. Le raisonnement effectué pour
montrer que B ne posséde pas de valeurs propres | 1 r(A) e de module

r (A) est en échec s lamatrice irréducible A est cyclique de période p. Elle
auraaors p vaeurs propres de modules r (A) (définition 1X.19). S par contre

A est primitive, le raisonnement est valide et, dans ce cas, on aboutit ala méme
conclusion que dans le cas A strictement positive :

k
Lim —A_ =uV"
k®+¥er(A) g

variante du lemme 1X.20.

11° EXERCICE
S A est productive, la proposition 1X.24 indique que r (A)<1 et le théoréme

V.26 permet de conclure Lim A =0.
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Réciproquement, s tléim,& =0, le méme théoreme V.26 indique que
r (A)<1. Il suffit dors de reprendre le 2) de la démonstration de 1X.25 pour
conclure: | - A inversibleet (I - Ay *>0 cequi garantit la productivité de A.

12° EXERCICE

S la somme de chacune des colonnes est strictement inférieurea 1, ona:
|Al, =maxC; <1 (proposttion VII.3). Donc, selon la proposition VI1.10
]

r (A)<1 et I’exercice précédent permet de conclure.
Méme raisonnement avec les lignes, en remplagant | ||, par | |, -

13° EXERCICE
r @A) =ar (A). Sdon I'exercice 11, a A est productive s et seulement s
1

ar (A)<lU a < A

14° EXERCICE

1° Question
> A:=matrix([[1/4, 0, 1/8, 1/6], [1/4, 1/6, 1/8, 0], [0, 1/3, 0, 1/3],
[1/2, 0, 1/4, 1/6]]);

1 1 1}
i % 8 &
1 1 1 j
- - = 0
4 6 8 d
A= 1 1 g
0 = 0 -l
3 3y
1 1 1 j
Z 0 Z -
2 i 5l
> norm(A,infinity);
11
12

Donc: r (A) £]|A], <1 et A est productive, ce que confirme :
> B:=inverse(diag(1,1,1,1)-A);
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5 17 7 7 12
1 % 2 25
3 3 3 6
-85 2 10 254
s 1 o1 o)
5 25 10 25 j
6 6 3 42 3

5 ® 5 B

2° Question
> Z:=matrix([[500], [500], [500], [500]1);

A 0 N
0%
Z:=
0
oct
Le vecteur de production brute X permettant de satisfaire la consommation

findle Z est donnéepar : X =(1 - Ay 'Z
> X:=multiply(B,2);

7 33 o
. 23%
" 153
86H
3° Question
> eigenvalues(A);
2-11
%3 %%

Donc r (A)=§
> eigenvectors(A);

L 1 (122 1) BB 1 ([13-126]} B2 1.(E2 2 1 20 B [0 1,{[1,0,-2,0]}]
Comme vecteur de production brute, on choisit un vecteur propre de A associé
ar (A)z% , par exemple :
> X:=matrix([[500], [400], [600], [800]]);

P ocﬁ
0

X:=
0
0%

La consommation intermédiaire est AX :
> multiply(A,X);
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(@]

D
S 2e®

S

?OO

Et la consommation findeest Z =X -
> Z:=evalm(X-multiply(A,X));

™

1
REPHRDPDDP:,
A O N O
PP

15° EXERCICE
1° Question
Enreportant: X, =@+a) X, et Z, =(1+a) Z, dans: X,_, =Z, +AX, :
(1+a) "'X, =(@1+a) Zo+@+a) AX, U X, =(1+a)Z,+(@+a)AX,
U (1+a)z,=(1- +a)A)X,

2° Question
S la marice (1+a)A est productive, dors (I - (1+a)A) " existe et est
positive. Donc pour tout Z, >0, (1- (1+a)A)"Z,>0 (voir proposition
1X.25). En posant X, =(L+a)(! - (1+a)A)'lZO, ondors:
1+a)Z,=(1- @+a)A)X,
1
r(A)

-1

Danscecas: r ((1+a)A)<10 (1+a)r (A)<10 a <

16° EXERCICE
v r,>0 donc L est de rang n (proposition 1X.28) et est irréductible

(proposition 1X.29).
v' Pour i =1--n, r, >0, eleest primitive (corollaire 1X.33).

v' Lasomme C; des termes de la colonne j est égale a 1. Donc selon le
corollaireIX.4: r (L)=1.

e 1 0
¢ s
v' 1est vaeur propresmplede L et V=¢ ss, + est vecteur propre
¢ : -
¢ : T
&S, 5,1

strictement positif associé a 1 (corollaire 1X.31). En terme d évolution, ce
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vecteur propre V (ou tout vecteur stictement positif colinéaire) est une
population stable en effectif et en répartition.

v tI(;)irg ' =P ou P désigne une matrice de projection sur le sous_espace
+

propre E, =Vec(V) (lemme 1X.20). A partir d'une population initide
quelconque X, >0, dors  LimX :tléi&nl_t Xo = PX,1 Vec(V).
Autrement dit, quelque soit la populaion initidle, on observe une
convergence vers une population stable.

Remargue : cette matrice de Ledlie est aussi une matice stochastique ce
qui anticipe sur le prochain chapitre...

17° EXERCICE
S r,>0, L estderang n (proposition IX.28) donc inversible et aors

1 o

o L oo . oo
¢. . +

-
L-l:g: 0 :
cO . 0 1 -

¢ $1 =
S T T <

rn Slrn Szrn S]_ll’na

Le plus smple pour le montrer est d'inverser le systéme :
L ) =0% () )+ 41X, ()
'IL'Xz(t +t)=sx (@)

130 +D) =5 0%.1)
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CHAPITRE X

PETITES QUESTIONS POUR FAIRE LE POINT
1. Non puisque son rayon spectral est 1.

2. Oui. Mais dans ce cas, elle possede deux vaeurs propres de module
r (M) =1. Elle n’est donc pas ergodique.

3. Non : 9 West un vecteur propre associé a | =% , la propogition X.5 indique
gue la somme des termes de W est nulle.

4. Non : lamatrice nulle n’arien de sochagtique !

5. Non: § M est productive r (M) <1 (propodtion 1X.24); § M est
stochastique r (M) =1 (proposition X.4).

6. La proposition X.4 gpporte une réponse positive a la premiére assertion.
Pour la deuxieme assertion, S la matrice est ergodique, la convergence est
assurée sinon...

7.
aa 12 1/36
S0 y2 y3:
AR
8. M est une matrice de permutation donc irréductible. Ses valeurs propres

2
sont: Le3 ,e 3 . Elleest cyclique de période 3, pas ergodique.

® 26
& Y25
10. Elle a deux vaeurs propres de module 1 et ne peut &re ergodique. S ele

était irréductible, elle serait cyclique de période 2. Mais dans ce cas Spec(M)
devrait étre invariant sous X+ - X, ce qui N’ est manifestement pas le cas.

9. Oui s dle et irréductible primitive. Exemple :
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1° EXERCICE
1° Question
1- g¢

Mzaep qg Cu(X)=X?%- (p+qg)X +p+q- 1. Les valeurs propres

81' P Qqg
sontl,=1letl,=p+q-1.
S p=qgq=1, M =1.Sinon eles sont distinctes et M est diagonaisable.

2° Question
ad 1 00
Lamatrice M=%0 0 1: est stochastique.0 est valeur propre double et
0 0 Oy

E, = Ker(M) est dedimension 1. Elle n’est donc pas diagonalisable.

2° EXERCICE
M stochastique équivaut a: 0<M et U'M =U" (proposition X.2)
k

S les a, sont postifs ou nuls et véifient §a, =1 e s les M, sont
i=1
stochastiques : :

Kk
v daM, >0

i=1

k k e
v UtAaM =8a,UuM =aau =Fa Lt =ut.
i=1 =L T = izl @
k
& a,M,; est donc stochastique.

i=1

3° EXERCICE

1° Question
S l'onexclutlecas p=1ou A =1, (onne bouge pas!), le graphe associé
est fortement connexe. donc A, est irréductible. S p* 0, Tr(A,) * 0 donc
sdlon laproposition 1X.22 A, est primitive donc ergodique.
Lecas p=0 seratraté alafin.

2° Question
A, est symétrique, ce qui renvoie au théoreme spectral : A, est diagonaisable

avec toutes ses valeurs propres rédlles... Mais auss circulante, ce qui renvoie
au paragraphe du chapitre VV qui leurs est consacre :
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® 1 0 - 00

0 .o i

¢ ... P P
Enposant: M, =¢: "~. . . 0% A =pl+=M, +=-M]" .

C + 2 2

c0 P

€ 0 - 0 0

Autrement dit : A =P(M,) avec P(X)== p+§ X +§x“.
2;
Sonnote:w=en ,lesvaeurspropresde A, sont:
P(l) =l P(W)1...l P(Wn_l)
Pour k=0---n- 1,
PW ) = p+ 2wk + Pukrd = gy Py Pk +E(Wk +v7)
Ww*)=p 5 5 Y 5 5 Y 5
= p+PReW") = p + poosk 2.0
&€ ng
Ce cdcul confirme que les valeurs propres sont réelles. Par ailleurs pour
k=1--n-1, eles gppatiennent & I'intervalle ]-1;1. P(1)=1 est bien la
seule vaeur propre de module 1.

&l o

@0 Cn?
Deplus QE:est vecteur propre associé a P(1) =1 donc p , =gi = est I'unique

5 c1-

gm’a

vecteur de probabilité invariant. Quelque soit la position initide la probabilité a
long terme de se trouver en tel ou tel point et la méme. Décidémment, on
tourne en rond...

Retour sur lecas p=0 (saut obligatoire adroite ou a gauche).

200 .
Dans ce cas, pour k=0---n-1 PW") =cosg?<7p2. S n es par, pour
2

k= g , P(WX) =-1 ce qui donne une deuxiéme vaeur propre de module 1 et

I"ergodicité s évanouit. S S n est impair, 1 est la seule valeur propre de module
1 donc I’ ergocité est satisfaite.

73



Chapitre X : corrections d’ exercices

4° PROBLEME

1° Question
S l'onexclut lecas p=1ou B, =1, (on ne bouge pas!), le graphe associé
est fortement connexe. donc A, est irréductible. S p* 0, Tr(B,) * 0 donc
sdon laproposition 1X.22 B, est primtive donc ergodique.

2° Question
B, est une matrice bande du type traité au paragraphe 5 du chapitre VI (on
peut auss se référer al’exercice 1X.9).
Il suffit, des lors, de se réferer aux propostions V1.5 et VI1.37 qui indiquent :
v que toutes les valeurs propres sont rédlles,

v qudlesvérifient: | ,(B,)<I,.1(B,) <--<1,(B,)<I:(B,).
L

=1 (B,)=1
3° Question
Lasommedestermesde p est égalealet:
& p o ... o%do ® p+tp 0O
¢ 2 TGt C— _+
G _ . . .792+ QP+2p+p_
L PP e epr2pe e
B,p= co B B oosgils ¢ i i=p
2n-Y¢ 2 2 . 2An-1)_ -
o .G Cp+2p+p-
¢ - P P¢ + c- +
¢ D ¢2+ ch+2p+p=+
GO 05 P & P

A long terme, la probabilité d' atterrir aux extrémités du segment est deux fois
plus faible qu'ailleurs.

4° Question
e P 0
g p 5 0 0i
¢c P P +
C —= = +
c 0 B B 0=+
Mn 29 2 2 =
c —+

p

¢ (S e
z
p N
0 o =L +
g 2 pﬂ

Selon et avec les notations de la proposition V1.36, pour n3 4 :

74



Chapitre X : corrections d' exercices

Cn(X) = (an - X)Cn-l(x) - bn—lcn—pn—Z(X)
Ce qui setranscrit avec les notations du probléme :
2

Cw, (X)=(p- X)Cy_ (X)- 4 Cu,,(X)

Par ailleurs::
—2

2
Cy, (X)=(p- X)" - 2

Cu,(X)=(p- X)glp- X’ 3

G-IO

5° Question
Pour 2p-1£x£1U0 -p£p- X£ P, onpose p- X=Ppcoyy .

Cu, (0 =(p - - IO7—_2c:oszq r_p (20052q 1)—?00321

_2 35 24
Cu, () =(p- x) (IO X)Z-— —pcosqu 2 cog?q - 2P
4 g e 4 g

cosq (4cos’q - 3) =— cos3q

N |'DI

=n
an_l cosrg est donc bien vérifiée aux rangs 2 et 3.

Laformule C (X) =

S on la suppose vérifieeaux rangs n- 1 etn- 2,
—2

Cy (X) (p- X)CM (X) Cu, (X)

= —2 5“-2
o3 cos(n- 2)q
F—)h e O F—)n
= 1 ¢2cosq cos(n - 1)q - cos(n- 2)q = T cosmng

=cosng+ cos(+ 2)q (%]

ce qui est bien laformule au rang n.

6° Question

En développant Det(B, - xI) suivant la derniére colonne, on obtient :

=2
Cs, (0 =(p- X)Cy , (- £-Cyy , (0
La seule différence avec le développement de Det(M, - xI) est la substitition

d’'un facteur p aun facteur P
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7° Question
T)n'l ‘—)2 T)n-Z

CBH(X) =pcosq Wcos(n- 1q - <5 o3 cos(n- 2)q

5“ e O F—)ﬂ
=——62cosq cos(n- 1) - 2cos(n- 2)q*=——(cosng - cos(n- 2)q)

2 =cosng+cos(n- 2)q g 2

oL
=- T sngsin(n- 1
Pour 0£qg £p , Sannule pour g :% ou k=0---n- 1, ce qui compte tenu
n -

delareation: p- x=pcosq U x=p- pcosq va nous fournir les n racines
digtinctes :
X = p- ﬁcosge%%ou k=0---n- 1.
Les x, sont énumérés par ordre croissant, avec en particulier :
%=p-p=2p-1 x,,=p+p=1
S I’on souhaite Sen tenir & la notation usuelle des valeurs propres rédlles, il

suffitdeposer: | ((B,)=p+ Bcosaéﬂg ouk=1---n.
&€ n-1 g
Retour sur lecas p=0 :
I ,(B,) =2p-1.Doncs p=0, -1est vaeur propre. B, possedant aors une

deuxiéme valeur propre de module 1 n'est pas ergodique.

5° PROBLEME

1° Question
Les probabilité de transition d’' un état al’ autre sont :
v P(E /By =1
v P(En-l/En) =1

v etpour ii {O,n} P(EH/Ei):l P(EHl/Ei):E
n n

Ce qui conduit ala matrice de transition irréductible :
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|. | .|. | .|. | o:

!
n :
0 . A Mea(R)

=}
1
=}
1
[EY
o

o
o
o

Sl O3> ‘
(BN

Sagissant sune matrice bande, analogue a celle rencontrée au probléme
précédent, les mémes arguments S appliquent :

v’ toutes les valeurs propres sont réelles,

v dlesvéifient: | ,,,(M) <l ,(M)<---<I,(M)<I,(M).

=r(=1
2° Question

L’ exercice 1V.11 montre que M est lamatrice de F et que, pour k =0---n :
(X +D)X(X - 1)™* est vecteur propre de F assovié a la valeur propre
2k-n

—
Dans le but de ranger les valeurs propre dans I'ordre usuel, on pose
j=n-k+1lepour j=1--n+1l:

(X +D)™ I(X - 1) est vecteur proprede F associéal ; (M) _n-2(j-1)
n

Pour j=1, cdadonne:

&l o

I
| (M) =1 et (X+1)" vecteur propre. Donc en coordonnées gC'I‘:

¢+

&1

n
Comme § C! =2", le vecteur de probabilité invariant est :
i=0
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xelo
¢z
1¢ .7 o
Pu =§gcgz ce qui correspond a une distribution binomiae.
i+
€1
Pour j=n+1, cdadonne:
I . (M)=-1¢et (X-D" vecteur propre. La matrice est cylique de période 2,
pas ergodique.

6° PROBLEME

1° Question
Le fait que P :tléi&nMt soit une matrice de projection découle de la
proposition X.3 qui précise de plus que Im(P) =Vec(p) .
MP =MpU'=puU'=P

=p
PM=pU'M =pU'=P .
-yt

2° Question
A=1- M, Ker(A)=Ker(l - M) =E le sous-espace propre de M associé a
r (M) =1. Comme M et ergodique Dim(E,) =1 et E, =Vec(p).
Donc Rg(A)=n- 1.

Soit YT Im(A) C Ker (A) :

JY=AX _1Y=AX_jY=AX

YAY=0 (YT E - ty=ap

P U'X-UMX=aU'pb 0=a b Y=0
=1

U
=yt =

P AX=apb X- MX =ap

Im(A) C Ker(A) ={0}
3° Question
|- (M-P)=A+P.
XT Ker(A+P)U AX =-PX.
Or AXT Im(A) et - PXT Vec(p)=E, = Ker(A).
Comme Im(A) G Ker(A) ={0} , X =0 et Ker(A+P)={0}.
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Pour tout entier t 31 :
(M-P) =(M-MP)' =M"'(l- P).
Or P est uneprojectionet | - P aussi. Donc (I - P) =1 -P .Et:
(M-P)Y =M'(I-P)=M'- M'P
Or MP =P, et par itération: M'P =P .
Aufind, on obtient :
(M-P) =M'-P,

avec comme consequence :

Lim(M - P) =LimM"' - P =0.

S on = livre au calcﬁl +:ézlassique (voitrQ,@ +Sar exemple la démongtration de la
proposition 1X.25) :
(I-(M - P))ék_(M -P) =1- (M- P)kt
On en déduit par passagealalirfn_ift)elorsque k® +¥
(1-(M- P))g(M -P) =1
Autrement dit : -

+¥
(1-(M-P))*'=8 (M- P)
t=0
ou encore :
1_9 'S Iy
(1-(M-P)) "=dM-P)=1+3M"'-P)=P+3 (M"' - P)
t=0 t4d t=0
4° Question
A véifie Im(A) G Ker(A) ={0} , ce qui équivaut & E = Im(A) A Ker (A) et est
précistmment une condition nécessaire et suffisante de I'existence d'une
« generdized group inverse» A vérifiant :
AATA= A
AA AN = N
AA = A*A
Il reste & vérifier que A*=Z- P convient.
Comme remarques préalables :
AP =(1- M)P=P-MP=0etPA=P(l- M)=P-PM=0
Comme Z =(A+P)*:
Z(A+P)=10 ZA+ZP =l et (A+P)Z=10 AZ+PZ=I.
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#— — -
A= NZ-P)=AZ- AP =I|-PZ

=0
A*A=(Z- P)A=ZA- PA=1-ZP.
=0
Or: ZP =PZ =P . En effet:
ZP=PUO P=2P 0 P=(A+PPU P=AP+P20
PZ=PU P=PZ'0 P=P(A+P)U P =PA+P?(
AA" = A"A=1 - P est donc éablie.
Et pour finir :
AA'A=(1- P)A= A- PA=A
=0

P=P
P=P

NAA=(Z-P)(I-P)==Z- ZP-P+P?=Z-P-P+P=Z-P=A".

7° PROBLEME

1° Question

. o . fu'M=U"' . ju'm =U"
M est bistochastique etseulements:} U } )
fU'M'=U' 1 MU =U

U est donc vecteur propre de M associé a r (M) =1. Le vecteur EU est un
n

vecteur de probabilité invariant par M.

2° Question
Une matrice de permutation est caractérisée par la présence d’'un seul terme
non nul égal a 1 sur chague ligne et chaque colonne. La somme des termes de
chaque ligne et chaque colonne est égale a 1.
S Q est unitaire, chague ligne et chague colonne a pour norme 1. Donc :
" X 2 - 9 2

|:]_...n:é|qi’j| =1 J:]_...n_é|qi'j| =1
j=1 i=1

La matrice A est bien bistochastique.

3° Question
Soit M,,---, M, des matrices bistochastiques et a,,---,a, des scalares

k k
positifs tels que § a, =1, dors I'exercice X.2 monntre que § a;,M, est

i=1 i=1
stochastique. Mais on peut I'appliquer aussi aux matrices M;,---, M pour
Lt
: o} :
prover que la matrice éﬂa aM, + = g_ a;M/ est stochastique.
ei=1 4] i=1
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4° Question
La proposition est vérifiée pour n=1
En supposant la proposition vraie jusgu’au rang n- 1.
Soit A= (a1- | )T M_(R).
Remarquons d’ abord que les deux propriétés :

2
1) Pour toute permutation s de {1---,n} Qaj ; =0.
j=L

2 Ilexiste 1,31 {1---,n} nonvidestels que Card(l)+Card(J)>n et
a,;=0pour (i,j)i 1"
se conservent s on effectue une permutation des lignes et des colonnes de A.
Plus concétement, la propriété 2) se visualise, apres permutations de ligne et de

colonnes, par la présence d'un rectangle de O dont le «demi-périmétre » est
strictement supérieur an.

Supposons que A vérifie 1).

Soit lacolonne n est nulle et 2) est vérifiéeavec | ={1,---,n} .et I ={n}.

Soit il existe un terme non nul sur cette colonne. En permutant les lignes, on

peut supposer qu'il Sagit de a, ,. Pour toute pour toute permutation s de

{1, tel que s (n)=n, 633(].“ =0, comme a,,* 0, ('L_)las(j)’j =0.
IEl j=1

Autrement dit |a sous-matrice A,_; obtenue a partir de A par suppression de la

derniere ligne et derniére colonne véifie au rang n- 1 la propriété 1). Par

application de I’ hypothése de récurrence, il existe 1,3 1 {1---,n- 1 non vides

telsque Card(l) +Card(J)>n-1 et a; =0 pour (i,j)T I~ J.

S Card(l) +Card(J) >n, 2) est vérifiée pour la matrice A.

Snon Card(l)+Card(J)=n. On peut aors en permutant les lignes et

colonnes de A, amener les indices appartenant a | et J en premiers, de sorte
gue la matrice permutée se présente ains :
J

«
| 3&9 C('_j
SEF
Comme Card(l) +Card(J) =n,
B est une matrice carrée de taille Card(J),
C est une matrice carrée de taille Card(l).
Soit s ¢ une permutation de J, s ¢ une permutation de I, aors le produit :
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(TDJ %6 OB .
j i
correspond & une permutation de {1, -+, n} appliquée aA et est nulle selon 1).

Donc un des termes est nul. Supposons que ce soit le premier : CN)bsqj)’j ,
i

aors on peut appliquer I"hypothése de récurrence ala matrice B et en déduire
quil exise K,LI J non vides tds que Card(K)+Card(L)>Card(J) et
h ;=0 pour (i,j)T K" L

En permutant, lignes et colonnes de A, on peut arriver aors a une matrice
permuté se présentant sous laforme :

J
«
| g 0 Co
C -
K$g0 G =
¢
gF H Di
1%}
«
L

Dans le coin supérieur gauche, on a donc un rectangle de 0 de dimension :
(Card(l) +Card(K))" Card(L)
et
Card(l) + Card(K)+ Card(L)> Card(l) +Card(J) =n
>Card(J)
Ce qui termine (enfin !) la démonstration de 2) pour la matrice A.

Remarque:

Cerésultat est en relation avec le théoréme des mariages de Hall.

Soit E;,---, E, une liste de sous-ensembles non vides d’un ensemble E. On
dit qu'elle possede un systeme de représentants distincts (SDR), si et
seulement si il existe une liste (x,,--,X,) distincts deux a deux et vérifiant
pour tout i =1---n:x 1 E;. Le théoréme des mariages de Hall donne une
condition nécessaire et suffisante pour I’ existence d’une SDR:

E,.---, E, possede un SDR
si et seulement si,

. o
pour tout J1 {1, n} CardaPU E; 3 Card(J)
éji I g
On peut I" appliquer en définissant E; :{i la;* O}.
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5° Question
Soit A:(ai,j)T M_(R) bistochastique. Si pour toute permutation s de

i

{t--.nt Oayy =0, dors sdon la question précédente, il existe
=

1,31 {%---,n} telsque a; =0 pour (i,j)T 1~ J et Card(l)+Card(J)>n.

n
da;=aaa;=a1=Cad(J)
ij‘l'i|J fiyi=1 iia

da,;=a
il ]
jrd

8= é 1=Card(l)

1 imi

Qo5

n
o o o
Oraa;+taa£faa;.
il i ij=1
it i
Et pour une matrice bistochastique (et méme pour une simplement
stochastique),

n
a a; =n.Onaurait donc :
ij=1
Card(l) +Card(J) £ n en contradiction avec Card(l) +Card(J) >n.

Donc, pour toute matrice bistochastique A:(a,-] j)T M, (R), il existe une

2
permutation s de {1---.n} Qa ;*0.
j=L

6° Question
Par définition, 0<a £1.S a =1, cest que: a5y =+-*= & n),n =1. Et tous

les autres termes de A sont nuls et dans ce cas A est la matrice de permutation
P, et lethéoréme est demontré.

Sinon on peut poser A =ﬁ(A-aF;)

A est positive puisque aux termes ag ;) 1,-++,8s (n),n 0N Soustrait le plus petit
d'entreeux a mais, de ce fait, possedera un terme nul de plus que A.
Enfin :
1
U'A= —(U'A-aU'R ) =—
1-a

1 1
AU =H(AU -aau)zﬁ(u -au)=u
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Chapitre X : corrections d’ exercices

On a donc décompose: A=(l-a)A¢+aP, comme combinaison linéare
convexe de matrices bistochastiques. S A¢ est une matrice de permutation,
c'est fini, snon lui applique le méme traitement...

En itérant le procédé, on va, a chaque étape, augmenter le nombre de zéros.
Mais I’histoire a une fin : une matrice bistochasique doit avoir au moins n
termes non nuls et s elle en n, c'est une matrice de permutation. Donc aprés

n%- n étapes, au plus, ce seraterminé.
7° Question
/2 14 146
A=Sy2 Y4 Y4
0 Y2 125
la diagonale ne comprenant pas de zéros, on peut prendre s =1d, a =1/4
dou:

@3 13 3%
A=52/3 0 y3let A=3 el
éo 2/3 135 4
& 0 06

On prend la permutation de matrice : 0 1: a-= 1 ,dou:

o

0%

® 12 26 06
r=61 0 o0l A¢_3A@+190 T
S y2 2 §o o5

06

OO R P OO L oo
H

Onprendlapermutationdematrlce.91 0: =1 dou:
9015
& 0 16 ® 1 06
A®=S1 0 O etAat__Acm:+191 0 0F
éo 1 oIZJ éo 0 1,

Adl est une matrice de permutation, c’ est terminé. 1l ne reste qu'a remonter la
filiere:

% 0 06 ad 0 06 & 1 06 &® 0 160
A= 19‘50 1 0.+% 0 12+51 0 0i+%1 0 oL

g§0012,§010@§001g§010m



