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Caprices et lois du hasard

Mallarmé (extrait) : « Un coup de dés jamais n’abolira le hasard »

Pile ou face

Le jeu de pile ou face fait figure de parangon de phénoménes aléatoires. Et pourtant, si on
I’analyse scrupuleusement, c’est purement et simplement un phénoméne déterministe !
Connaissant :

v’ la position exacte de la main du lanceur,

v’ la position exacte de la piece dans la main du lanceur,

v" I'impulsion initiale,

v la masse, le moment d’inertie de la piéce,
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v’ la résistance de Dair,

v etc,
les lois de la mécanique classique permettraient de prévoir la trajectoire de la piéce, son
orientation et, au final, son atterrissage. Le probléme est que le nombre élevé de paramétres et
I'extréme difficulté a connaitre, avec une précision suffisante une grande partie d’entre eux,
ruinent 1’espoir de mener a bien cette tache. Circonstance aggravante, certains des parameétres
sont susceptibles de mener au chaos déterministe (voir en aval).
Ce que nous nommons hasard n’est bien souvent que le camouflage de notre impuissance a
prédire. La confusion est courante entre aléatoire et imprédictible. Seule, peut étre, la physique

quantique fournit des exemples de « purs » phénomeénes aléatoires.

La loi des grands nombres
Mais I’échec a prévoir ce qui va se passer pour un seul jet de la piece n’empéche pas d’avoir une
idée assez précise de ce qui se passera si I'on procéde & un grand nombre de jets (ou, ce qui
revient au méme, on jette beaucoup de piéces a la fois). Si la piéce est équilibrée, on obtiendra
« a peu preés » 50% de piles et 50% de faces avec une marge d’incertitude que ’on peut préciser.

L’indétermination quant au résultat d’un lancer s’évanouit partiellement si on les multiplie.

Le calcul des probabilités

Quelque soit la nature des « phénomeénes aléatoires », hasard pur ou imprévisibilité, le calcul
des probabilités s’est développé autour de l'idée suivante : faute de pouvoir prévoir un
événement précis, on peut cependant attacher & chaque événement possible un nombre qui
mesure la « chance! » que cet événement a de se réaliser au cours d’une épreuve, autrement dit
sa probabilité. La loi des grands nombres évoquée en aval permet de faire le pont entre cette
probabilité & priori d’un événement et sa fréquence empirique constatée sur un grand nombre
d’épreuves.

L’idée de départ est simple : tout le monde comprend naturellement qu’obtenir un six avec un
dé non pipé a une probabilité de 1/6, mais a mesure que l’on avance dans ce calcul des
probabilités, cela devient nettement plus subtil et les résultats contredisent souvent l'intuition
« ordinaire ». Le calcul des probabilités fut d’ailleurs inventé par Pascal pour réfuter un
raisonnement faux que commettait le chevalier de Méré pour estimer les probabilités qu’il avait

de gagner un certain pari en jouant aux dés.

I Dans certains cas, parler de malchance serait plus approprié !
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Quelques paradoxes

Suite aléatoire ¢

Aux yeux de la plupart des gens, la suite de chiffres ci-dessous présente un caractére aléatoire.

1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164
0628620899862803482534211706798214808651328230664709384460955058223172
5359408128481117450284102701938521105559644622948954930381964428810975
6659334461284756482337867831652712019091456485669234603486104543266482
1339360726024914127372458700660631558817488152092096282925409171536436
7892590360011330530548820466521384146951941511609433057270365759591953
0921861173819326117931051185480744623799627495673518857527248912279381
830119491

Or, cette suite est formée des 500 premiéres décimales de 7T et reléve donc du déterminisme le

plus strict.

Loterie

Soit une loterie formée par une série de 9 roues numérotées de 0 & 9. Les 9 roues sont lancées en
rotation et le numéro gagnant est celui affiché lors de ’arrét.

Imaginons que le résultat soit :

Beaucoup de participants le trouveront suspect. Alors que :

leur paraitra beaucoup plus conforme a l'idée (fausse) qu’ils se font du hasard.

Or ces deux résultats ont la méme probabilité & priori de survenir : 107, soit une chance sur un
milliard.

La raison est que les roues tournent de maniére indépendante et ne jettent pas un coup d’ceil sur
leur voisine pour observer sur quel chiffre elles s’arrétent !

Ce petit exemple fournit ’occasion de réfuter une erreur commune. Beaucoup de gens mettent
en cause un résultat observé en arguant de sa trés faible probabilité. Mais c’est oublier & quoi on
compare ce résultat. Dans notre loterie, le premier résultat, comme le deuxiéme, avait une
probabilité & priori trés faible, mais c’est aussi le cas de n’importe lequel des autres résultats

possibles. Et pourtant, au cours de I’épreuve, un d’entre eux doit nécessairement se produire !

Le singe dactylographe

Si on donne a un singe un clavier et l’éternité, il finira par taper « La recherche du temps
perdu »2. et le temps moyen d’attente pour que ce miracle se produise est tres, trés grand mais

fini !

2 Ou tout autre ceuvre a votre convenance...
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Longtemps, je me suis couche de bonne heure...

La marche de ["tvrogne

Un ivrogne quittant son bistro favori titube : d’une maniére que l'on peut considérer comme
aléatoire, il fait un pas dans une des 4 directions Nord, Est, Sud, Ouest et ceci avec la méme

probabilité (1/4) pour ces 4 directions.
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Duest

Un exemple d’un parcours de 'tvrogne de 1000 pas. Ce faisant, il retourne 6 fois au bistro dont

la premiére fois au bout de 90 pas.

Ce que 'on peut montrer c’est que la probabilité que l'ivrogne retourne au bistro est égale a 1.
Autrement dit que, conformément au proverbe, ce retour est assuré, mais au bout d’un temps
qui peut étre tres, tres long... De plus, lors de son premier retour, tout recommence comme au
début, il va donc y retourner une 2° fois, puis une 3° fois...

On peut méme montrer qu’il passera partout.
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Ces deux derniers exemples peuvent apparaitre comme d’amusantes loufoqueries. Mais, il se
trouve qu’en mathématiques, on aime bien habiller de costumes folkloriques des problémes treés
sérieux.

v" L’exemple du singe dactylographe reléve de la question de apparition d’un motif donné
dans une chaine de caractéres. On peut citer des applications concernant des chaines
composées des 4 lettres A (adénine), C (cytosine), G (guanine), T (thymine), les 4 bases
de ’ADN.

ADN

Squelette Sucre-phosphate

Légende :

= Thymine (T)
[ A { Adénine(A)
[(eD Cytosine (C)
[ 6 [ Guanine(G)

v A Dinstar de notre ivrogne, les molécules de gaz sont agitées de mouvements frénétiques
et désordonnés (ce que 'on nomme le mouvement brownien). Et c’est encore plus
compliqué puisque ces trajectoires se déroulent en 3 dimensions, que des chocs ont lieu
contre les parois et des collisions entre molécules. Pourtant, le comportement global de
quelques milliards de ces molécules placées dans un récipient est régi par des lois treés

simples. C’est une conséquence de la loi des grands nombres déja évoquée. Moralité :

Les vaches peuvent étre folles mais le troupeau trés raisonnable.
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De la complexité
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La figure du haut représente l’ensemble de Mandelbrot?, la figure du bas un zoom sur une de ses
régions. Cette figure offre un mélange fascinant de bourgeonnements exubérants et d’éléments
de régularité. Le zoom met en évidence qu’a une échelle réduite on retrouve des éléments
similaires & des morceaux de la figure globale. Et ce phénomeéne dit « d’autosimilarité » persiste
en zoomant encore davantage...

Le plus étonnant est que toute cette complexité est engendrée par une formule extrémement

simple :

— 52
i1 = 4n +tC
Cette formule, dite formule de récurrence, définit une suite de nombres : pour passer d’un terme

z, au suivant Zz,,, il suffit d’une élévation au carré et d’une addition !

Un autre exemple obtenu a partir d’une formule presque aussi simple

3 Benoit Mandelbrot (1924-2010), mathématicien franco-américain d’origine lituanienne.
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Chaos déterministe

Cette appellation ressemble & un oxymore. Pour expliquer ce qu’il en est, je vais partir de
I’exemple de la suite, dite logistique, utilisée, entre autres, en biologie afin de modéliser
I’évolution d’une population animale ou végétale au fil du temps. L’idée est qu'une population,
compte tenu de son territoire et des ressources qu’il peut fournir, a un effectif maximum P. Si
on note :

v U, le rapport entre l'effectif de la population a une date t et l'effectif maximum P

V' U, le méme rapport a la date suivante t+1.
U, varie entre 0 (extinction de la population) et 1 (la population a atteint son effectif maximum)
Une formule simple (dite de récurrence) permet de passer d’un terme au suivant, autrement dit
d’une génération a la suivante :

Upg = U % (1)

oul le nombre p est un parameétre appartenant a l'intervalle ]O---4] qui dépend du taux de
natalité, du taux de mortalité, des ressources disponibles, d’éventuelles menaces de prédateur...
La mise en ceuvre de cette formule est effectivement simple : pour passer d’un terme au suivant,
on a & effectuer 1 soustraction et 2 multiplications.
On est 1a dans une situation purement déterministe : a partir du premier terme, on peut calculer
le suivant, puis le suivant du suivant etc, etc...

Penchons-nous sur 1’avenir de cette population, pour diverses valeurs du paramétre u :

1,0

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

o! M

0,0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T Ry

p=1

Pour pu=1, cette malheureuse population est vouée a l’extinction...
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u=2,96

Pour u=2,96, notre population s’en tire beaucoup mieux : aprés une série d’oscillations de plus

en plus amorties, elle se stabilise autour d’a peu prés 66% de la population mazximum.

n=232

Pour u=3,2, la population tend a osciller d’une génération a l'autre entre 2 valeurs : a peu pres

51% de la population maximale pour l'une, 80% pour Uautre.
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Et le chaos dans tout cela ?

Et bien il réside dans le fait que pour certaines valeurs de g, une toute petite perturbation de la
valeur initiale conduit & un comportement radicalement différent, comme l’illustre le graphique

ci-dessous :

dl[[S T i
I

0,5 ! P

0,4

0,2

0,1
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‘—0—valeur initiale : 0,10000000 —®—valeur initiale : 0,10000001 ‘

Les 2 suites présentent un comportement trés désordonné. Mais, ce qu’il faut surtout noter c’est
qu’a partir de la génération 30, elles n’évoluent plus du tout de la méme maniére alors que leur
valeur initiale ne différe que de 0,0000001 !

Le chaos déterministe réside dans cette extréme sensibilité aux paramétres ou aux conditions
initiales. Ce phénomene est connu, en version « grand public », sous le nom « d’effet papillon »

ou il donne lieu a des interprétations fantaisistes de la boutade d’Edward Lorenz* :

« Le battement d'ailes d'un papillon au Brésil peut-il provoquer une tornade au Texas ¢ »
Les deux citations suivantes de Lorenz viennent effectivement préciser le fond de sa pensée sur
le sujet :

« Si un battement d’ailes d’un papillon peut engendrer un ouragan, la méme chose est vraie pour
tous les autres battements d’ailes du méme papillon, mais aussi pour les battements d’ailes des

millions d’autres papillons, sans parler de ['influence des activités des innombrables autres

4 Météorologue et mathématicien américain (1917-2008) considéré comme le « pére » de la Théorie du Chaos.

Ayant établi un modeéle trés simplifié de I’atmospheére terrestre, il y découvrit.des comportements étranges.
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créatures plus puissantes, comme les hommes par exemple ! Et si un battement d’ailes d’un

papillon peut engendrer un ouragan, il peut tout aussi bien 'empécher. » »

« J'avance lidée qu’au fil des années les petites perturbations ne modifient pas la fréquence
d’apparition des événements tels que les ouragans : la seule chose qu’ils peuvent faire, c’est de
modifier ['ordre dans lequel ces événements se produisent. »
Pour illustrer cette deuxiéme citation, on peut se livrer au petit exercice de comptage suivant® :
1. On calcule, disons, les 1000 premiéres valeurs des deux suites.
2. Ensuite, pour chacune des deux, on dénombre le nombre de valeurs ente 0 et 0,1, entre
0,1 et 0,2, entre 0,2 et 0,3 etc...
3. Et on réalise un petit graphique :

Distribution des valeurs des 2 suites

200
180 A
160

140 A
120 A
100 -
80
60 -
40 4
20 -
0 T T T T T T T T T

[0,0-0,1] ]0O,1-0,2] ]O,2-0,3] ]0,3-0,4] ]o,4-0,5] ]o,5-0,6] ]o,6-0,7]1 ]0,7-0,8] ]0,8-0,9] ]0,9-1,0]

‘lVaIeur initiale : 1,0000000 W Valeur initiale : 1,0000001 ‘

Il se révele alors que les deux distributions sont tres similaires’ : par exemple I’'une comporte 55
valeurs entre 0,3 et 0,4 ’autre 56. Autrement dit les deux suites vont prendre grosso modo les
mémes valeurs, mais, au fil du temps, elles apparaitront dans un ordre différent. L’océan

chaotique recele des ilots de régularité.

5 Un tableur comme Excel suffit pour réaliser I’exercice.
6 Cette similarité entre les deux distributions serait encore plus accentuée si on avait fait le calcul sur 10 000

ou 100 000 valeurs.
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Une machine chaotique : le moulin de Lorenz

Deux mathématiciens américains W. Malkus et L. Howard ont imaginé une machine

hydraulique dont la construction est a la portée d'un bon bricoleur pour concrétiser une

situation chaotique :

Moulin de Lorenz construit avec une roue de bicyclette et des entonnoirs et un robinet pour

amener 'eau

T

Moulin schématique

Pour le voir fonctionner dans une animation, vous pouvez vous rendre sur le site :

http://images.math.cnrs.fr/Le-moulin-a-eau-de-Lorenz.html
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Il se trouve que le comportement de ce moulin est régi par les mémes équations que celles
établies par Lorenz pour modéliser ce qu’il appelait son « atmosphére jouet ».

Examinons le mouvement de la roue, pour diverses valeurs du débit du robinet. Compte tenu
des difficultés a faire tourner une roue sur une feuille de papier”, nous représenterons
graphiquement son comportement avec le temps en abscisse (de t=0 a t=1000 et la vitesse de
rotation w en ordonnée. Cette derniére peut étre positive ou négative selon que la roue tourne

dans un sens ou dans ’autre.

Vitesse angulaire de la roue

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Avec ce premier réglage, la roue démarre lentement puis accélére jusqu’a la date : t=220, puis
ralentit jusqu’a la date : t=300 ou elle recommence & accélérer et ainsi de suite... Mais ce que
I’'on observe c’est que "amplitude de ces oscillations de vitesse s’amenuise au fil du temps et que

I'on se dirige vers une stabilisation du mouvement de rotation.

Vitesse angulaire de la roue

30

w ©° ‘
00 %76 3 400 500 60 70 800 00 1000
10 1

t

Avec cet autre réglage du robinet, le comportement est beaucoup plus tordu. La roue tourne
dans un sens puis dans 'autre et ne manifeste aucune régularité. Peut-on alors parler de régime

chaotique 7 Et bien oui comme va l'illustrer le graphique suivant.

" Mais on peut se rendre sur le site précité pour le voir.
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Vitesse angulaire de la roue
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‘*Valeur initiale 1 — Valeur initiale 1,00001 ‘

Ici, on fait fonctionner 2 roues identiques avec le méme débit de robinet. La seule différence est
la valeur initiale : 1,00000 pour 1'une, 1,00001 pour 'autre. Jusqu’a la date t=560 les 2 courbes
se confondent ; témoignant d’un parfait synchronisme des 2 roues. Mais a partir de 1a tout se
dérégle : on peut méme voir tourner les roues en sens inverse ! Et ce malgré une différence tres
faible entre les conditions initiales.

Si 'on se livre au méme travail que celui effectué sur le premier exemple : compter pour chaque
roue, le nombre fois ou la vitesse de rotation est entre 0 et 5, entre 5 et 10, entre 10 et 15...,

voici ce que 'on obtient avec 5000 observations :

Distribution des vitesses angulaires
1200
1000 +
800 -
u
& 600 -
&+
w
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200 +
0
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o o o o o7 N 2 © © N N 4 X
/’" /’" /q/ /q/ /\ 4
Classes
‘IVaIeur initiale 1,00000 W Valeur initiale 1,00001

Et on peut se livrer au méme commentaire...

Pour en voir et savoir plus, vous pouvez vous rendre sur un autre site :

http://www.chaos-math.org/fr

Vous y trouverez de superbes films d’animation sur le théme du chaos.
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En guise de conclusion : la fourmi de Langton

La fourmi de Langton® vit sur un damier dont les cases peuvent étre blanches ou noires. Elle a 4
orientations : Nord, Est, Sud, Ouest. Elle se déplace selon les régles déterministes suivantes :

v" Si elle se trouve sur une case blanche, elle tourne de % de tour.

v' Si elle se trouve sur une case noire, elle tourne de Y de tour en sens inverse.

v' Elle avance ensuite d’une case en inversant la couleur de celle qu’elle quitte.
Suivons ses aventures sur un damier au départ entiérement blanc (la fourmi apparait en

rouge)...
Phase 1 : la régularité

Jusqu’a environ 500 pas, la fourmi dessine un motif assez symétrique dans un territoire limité :

300 pas

Phase 2 : l’expansion chaotique

Ensuite, et jusqu’a environ 8000 pas, elle étend son territoire de maniére anarchique :

7000 pas

8 Christopher Langton (1948-), spécialiste américain des « automates cellulaires ».
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Phase 3 : le retour de l'ordre

Surprise | A partir d’environ 8000 pas, on voit surgir sur la gauche une structure trés réguliére
qui pourrait d’ailleurs se prolonger a linfini. Les spécialistes du sujet D’appellent

« 'autoroute? ».

8500 pas

COMMENTAIRES :

La phase 1 qui produit une configuration symétrique semble assez logique. Les régles sont elles-
mémes symétriques : ¥ de tour dans un sens ou dans ’autre, inversion des couleurs. Comment
expliquer alors 'apparition du chaos de la phase 2 7 Et bien, parce qu’au bout d’un certain
temps, les pas de la fourmi vont la mener sur une case qu’elle avait déja occupée, mais dont la
couleur a changé, ce qui va briser la symétrie. En revanche, ’apparition de ’autoroute dans la
phase 3 est beaucoup plus mystérieuse : émergence d’un ordre & partir du chaos. Dans notre
illustration, le damier est initialement blanc. Bien entendu, on a procédé & de nombreux essais

avec des damiers non monochromes, mais toujours l’autoroute a fini par surgir...

9 Ce que d’autres pourraient évoquer reléve de leur liberté d’interprétation...
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