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Introduction

Le jeu de pile ou face de Walter Penney

Ce jeu oppose 2 joueurs avec comme seul matériel requis une piéce de monnaie supposée
équilibrée. Chacun choisit une séquence de résultats pile (P) ou face (F) de méme longueurs'. Ils
procédent alors a des jets successifs de la piéce jusqu’a 'apparition d’une séquence choisie par un
des joueurs lequel est déclaré vainqueur. Compte tenu de 1’équiprobabilité entre pile et face,
I'intuition premiére suggere que les deux joueurs ont la méme chance de gain. Il n’en n’est rien :
tous les mots ne sont pas égaux ! Avant de plonger dans les arcanes mathématiques du probléme,
un petit exemple permet d’entrevoir la raison de ce « paradoxe ».

Alice choisit le mot PP, Bob choisit FP.

Au deuxiéme jet Alice a 1 chance sur 4 de gagner et Bob de méme. Mais si Alice n’a pas gagné a
ce deuxiéme jet, elle n’a plus aucune chance de gagner ensuite. Car, dans ce cas soit Bob a gagné,
soit le dernier un jet a donné F et alors soit le suivant donne P assurant la victoire Bob soit il
donne F et le probleme se repose dans les mémes termes. Alice n’a qu’une chance sur 4 de gagner

contre 3 sur 4 pour Bob !

I Par la suite nous parlerons de mots sur l’alphabet Q ={p,F}.
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Le jeu de la vie

Le premier exemple cité, méme s’il conduit a des développements mathématiques intéressants,
peut sembler futile. Mais on peut évoquer un exemple sur un autre alphabet Q ={A, C,G, T} qui

I’est beaucoup moins?...

Squelette Sucre-phosphate

Thymine (T)
[ A { Adénine(A)
e Cytosine (C)

[ 6 ( Guanine(G)

2 Voir [9].
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Formalisation

Un dispositif émet de maniére aléatoire et équiprobable et indépendante des lettres extraites d’un

alphabet Q de k lettres (k=2). La probabilité d’apparition de chacune des lettres est donc égale
1 . . .
a e On va se pencher sur la question de ’apparition d’un mot donné dans la suite de lettres

émises. Lorsque k=2 et Q:{P,F} on se retrouve devant un jeu de pile ou face de Walter

Penney.

Notations

Un mot est une liste de lettres appartenant & ’alphabet Q de k lettres et pour un mot non vide
A
v' | A| désigne la longueur du mot.
v Si A=aa,---a, etsil<i<n,
* ,A=aq,---q; estle préfixe de longueur 7 du mot A,

* A =a,,, a, estlesuffixe de longueur ¢ du mot A.
v P[A] :k_” la probabilité d’apparition de A en |A|=n émissions si équiprobabilité..

v 1, désigne la variable aléatoire égale au temps d’attente (nombre d’émissions) de la premiére
apparition du mot A.

v p(A)= P[T W= t] : probabilité que le mot A apparaisse la premiere fois & 1 émission .

v g, (A= P[T 0> t] : probabilité que le mot A n’apparaisse pas dans les ¢ premiéres émissions.

1 si Z est vraie

v' Si Z est une proposition logique 1, :{0 )
sinon

Remarques :

Si |A|=n, alors :
Y py(A)=p(A)=-=p, (A)=0
v qo(A) =¢q,(A)=---=¢q,_,(A) =1
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Probabilité d’apparition d’un mot

1. Proposition
Soi A un mot de longueur n>1 sur l'alphabet Q. Son apparition dans une séquence
infinie d’émissions est presque stre.

Autrement dit, donnez a un singe un clavier et I’éternité, il finira par taper « La recherche du

temps perdu »

Longtemps, je me suis couche de bonne hetire...

DEMONSTRATION :
Pour i=1---n—1 , appelons intervalle d’ordre i un intervalle du type t---t+n—1 ol t=imodn.

Ainsi, les intervalles d’ordre 1 sont : 1---n, n+1---2n, 2n+1---3n, etc...
- . . 1

La probabilité que le mot A n’apparaisse pas & un de ces intervalles est : (1 _k_"j Par
indépendance, la probabilité que mot A n’apparaisse a aucun intervalle d’ordre i est donc égale a

1 N
Lim (1 - —j =0
) k"
L’événement [le mot A n’apparait jamais| est la réunion finie des événements [le mot A n’apparait

jamais dans un intervalle d’ordre i|, tous de probabilité nulle est donc lui-méme de probabilité

nulle. Donc I’événement contraire [le mot A n’apparait au moins une fois | est de probabilité 1.
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Préliminaires

Relations entre p,4) et g,4)
2. Proposition
Pour t=1 :
1. q,4(A)=¢q,(A)+p,(A)
2. q(A= p(A)

i=t+l

8. E(1,)=>q:(A)
i=1

DEMONSTRATION :
1. [ty >t=1]=[r, 2t] =[r, >]O[r, =1

2 (1,51 = U [r, =]

i=t+1

3. Résulte de 'application du lemme suivant.

3. Lemme

Soit X une vartable aléatoire a valeur dans N, alors :

E(X)=> PX >]]

j=0
DEMONSTRATION :
+00 400 | 400 +00 +00 +00
E(x)=2ip[x=i|=3 > P[X =i]=2. 3 P[x =i|=3 P[X >j-1]=2 P[X > ]
i=1 i=l j=1 j=li=j Jj=1 Jj=0

4. Lemme

Pour un mot A de longueur n :

& P[An—i]
(A=) 1p= A X (A)X
q IZ:; A=,A"D P[A]

Et, sous l’hypothése d’équiprobabilité :

4, (A) =D 1yz 4% P (A) XK'
i=1
DEMONSTRATION :

Soit M, l’événement : A n’apparait pas dans les t premiéres émissions et apparait aux émissions
t+l--t+n :

1

t t+1 t+n

~[M PasdeA 0O

A

Par indépendance, on a : P[M,] =gq, (A)XP[A]. Cependant, le mot A peut apparaitre, avant les

émissions t+1---t+n. Plus précisément, pour i=1---n, le mot A peut apparaitre & 1’émission :

t+i sous une condition de chevauchement : A, =;A. Voir schéma

mars 2021



Jacques Cellier

1 r o+l tHn

[ PasdeA 0O[- A A,

n—i A 147

L’événement M, est donc la réunion des événements disjoints M, = « le mot A apparait la

premiere fois a I’émission r+i ». Si A, =,A, P[Mf] = pm.(A)XP[An_i] et finalement :

P[Mt] = Qr(A)xP[A] :ilA,:,'A xpf+i(A)XP[A”_i]
i=1

1
kn—i

1
Sous I’hypotheése d’équiprobabilité P[A] :k_” et P[An_i] =

4, (A) =D 1z X Py (A) XK

i=1

Polynéme de corrélation de 2 mots
Ce polynome refléte les possibilités de « chevauchement » d’un mot sur 'autre.
5. Définition
Soit A, B deux mots, le polynome de corrélation de A sur B est définie par :
4]

Kyp(X)=D1,-5X"
i=1

Exemple :
A=PFPF, B=FPFF
PFPF
FPFF 0 )
FPFF 1 Kyp(X)=Xx?+1
FPFF 0 ’
FPFF |1

Remarques :

1. Si |Al]=n, il s’agit donc d’un polynoéme de degré inférieur ou égal & n—1 dont les
coefficients valent 1 ou 0 selon que le suffixe de longueur i de A est égal ou non au préfixe
de longueur i de B,.

2. En regle générale, K, p (x)# Kp 4 (X). Ainsi, dans 'exemple Kp A (x)=o0.

3. Lorsque A=B, on parle de polynéome d’auto-corrélation. Comme A, = A, le coefficient de
degré n—1 de K, 4 (X) est égal a 1.

4. Si Kup (X) =a,X"'+.-+a,X +a,, a,---a,a, est la représentation en base k=2 du
nombre K, p (k) =a k" +-+ak+a.

5. Si A#B, K, ,(k)>K,g(k) car le coefficient de degré¢ n-1 de KA’A(X) est égal a 1

tandis que celui de K, p (X ) est égal a 0.
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Temps moyen d’attente d’un mot

L’apparition d’un mot est presque sire. C’est aussi le cas pour le retour & l'origine de l'ivrogne
traité au chapitre précédent. Mais pour ce dernier le temps moyen de retour a 'origine est infini.

Quant est-il pour le temps moyen d’apparition d’'un mot 7
6. Proposition

Pour un mot A sur Ualphabet de k lettres Q, le temps moyen d’apparition dans une
suite d’émissions, sous l’hypothése d’équiprobabilité, est :
E(7,)=kxK, (k)
DEMONSTRATION :

Selon le corollaire 3 : E (Z’ A) =§qi(A)
i=1

Selon le lemme 4, pour tout =0 : qt(A):zlA,:,-A ><pt+i(A)><ki7 on a, en tenant compte de
i=l

p(A)=---=p, (A)=0 et en notant a;, =1,_ 4, xk'
Go(A) =rveveeeminirnis a,xp, (A)
ql (A) o eeeeneensecresaeanen an—lpn (A) + anpnﬂ (A)
Gt (A) = alpn (A) N + anp2n—l (A)
qt(A):alpt+l(A)+ .................. +anpt+n(A)

Par sommation :

> g, (A=, ++a,)> p,(A)
=0

=n
+00
Comme A étant presque stre et que p,(A)=---=p,_ (A)=0, Zp,(A) =1.
t=n

Par définition de a;

1

RS A N Y ST 53 PR St 9 N (S

i=1 i=1
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Exemples :

Alphabet Mot E(r,)
{P,F} |PP 6
: FP
PFPF 20
FPFF 18
FPFFP 36
PPPPPPPPPP 2 046
{A,C,G,T} | ACGT 256
: GGCCAATT 65 536

10
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Alice et Bob jouent aux mots

En introduction, on a découvert, sur un exemple simple, I'inégalité des mots dans le jeu de
Penney. Si Alice et Bob ayant chacun choisi un mot jouent, on sait s’aprés la proposition 1 que
l’apparition de 1I'un ou l’autre des mots choisis est presque stire. La question dont la réponse va
décider du vainqueur est : quel mot va sortir en premier ? La proposition suivante, élargie aux

alphabets de k lettres, donne la cote (rapport des probabilités) d’un mot A contre un mot B.

7. Proposition (formule de Conway)

Si Alice choisit le mot A et Bob un autre mot B, de méme longueur, dans un alphabet
Q de k lettres, le rapport de la probabilité de gain d’Alice sur celle de Bob (la cote) est,
sous l’hypothése d’équiprobabilité :

P[Victoire d'Alice] _ K 5 (k)= K 4 (k)

P[Victoire de Bob] K, ,(k) =K, 5(k)

DEMONSTRATION :

Cette formule a été énoncée par John Conway qui n’a pas publié de démonstration. Celle qui suit
s’inspire de celle de Pavel A. Pevzner et reprend la démarche du lemme 4 et de la proposition 6.
Soit M, l’événement : ni A, ni B n’apparaissent pas dans les ¢ premiéres émissions et apparait a I’
émission f+n :

1 t t+1 t+n

< niA niB OO A

En notant ¢,(AB) la probabilité que ni A, ni B n’apparaissent pas dans les ¢ premieres émissions,
il vient par indépendance : P[M ,] =q,(AB)xP [A] .
Par ailleurs, M, peut se conclure par la victoire d’Alice avant ’émission 7+n sous condition de
chevauchement A =A. Et ceci se produit avec une probabilité égale a :

Yz 4% Pl (A xP[A,]

i=1
o p,,;(A) est la probabilité que A apparaisse pour le premiére fois & 1’émission ¢+i avant B,
autrement dit la probabilité que A I'emporte & I’émission 7+i .

Selon le schéma :

1 t o+l t+n
<M niA nB OO- A AN
s A
[ Pasde B O [

Mais Bob peut ’emporter si le mot B se glisse avant A a ’émission ¢+i pour i=1---n—1 sous

condition de chevauchement B; =;A et ceci avec une probabilité égale a :
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n—1
ZlBi: iA X pz,+i(B) X P[An—i]
i=1

Selon le schéma :
1 t o+l tHn

<~ niA niB O A A,

B B

n—i i

~[0 Pasde A O [

Comme A#ZB, 1 B= A= 0, ce qui permet d’étendre la sommation précédente au rang n. On
obtient :
P[M,) =, (ABYx P[A] = S0y o y % ple (A< P[A, ]+ 511, %t (B P[4, ]
i=1 i=1
Puis par I'hypothése d’équiprobabilité :
q,(AB) :ilfﬁA xk' % pi,;(A) +"Z_113i:iA xk' % p,;(B)
i=1 i=1

Il reste, comme pour la proposition 22, & procéder & une sommation qui va donner :

3. 0,(4B) =K K (0T P A) Ky o (03 1B

= t=n t=n
Sachant que p;(A) (resp. p;(B)) est la probabilité de la victoire de A (resp. B) a ’émission ¢,

i p(A) = P[Victoire d'Alice]

t=n
Z p,(B) = P[Victoire de Bob]
t=n
Il s’en suit que :
> q,(AB)=k K, ,(k)P[Victoire d'Alice] + k K, , (k)P[Victoire de Bob]
=0
Mais rien n’empéche d’inverser A et B pour obtenir :
> 4,(AB) =k K (k)P Victoire de Bob| +k K , ,(k)P[ Victoire d'Alice]
=0
De ces deux égalités, résulte :
K, 4 (k)P[Victoire d'Alice] +Kp . (k)P[Victoire de Bob] =
Ky (k)P[Victoire de Bob] +K,p (k)P[Victoire d'Alice]
K. (k P[Victoire d'Alice] P[Victoire d'Alice]
AA P[Victoire de Bob] P[Victoire de Bob]
P[Victoire d'Alice] _ Kj (k)= K 4 (k)
P[Victoire de Bob] K, (k)= K, z(k)

+Kpa(k) =Ky g(k)+ K, p(k)
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Remarque :

Compte tenu de la relation qui joint la cote (¢) d’un événement a sa probabilité (p) :
__ b __ ¢
(=—— = p=——
1-p P 1+c¢

il est aisé de déduire P[Victoire d'Alioe] ou P[Victoire de Bob] de la formule de Conway.

Exemples :

Avec l'alphabet {P,F} :

v A=PP, B=FP

P[Victoire d'Alioe] 1
P[Victoire de Bob] 3

Kpp(2)=2, Kz (D=1, K,,(2)=3, K,5,(2)=0=

On retrouve bien ce que nous avions vu en introduction 1 chance sur 4 pour Alice, contre 3 sur
4 pour Bob.

v’ A=PPP, B=FPP

P [Victoire d'Alice] 1

K,.2=4,K,,2=3,K,,2=7,K,,2)=0= =
5.5(2) 5.a(2) 4.4 (2) a.5(2) P[Victoire de Bob] 7

v A=PFPF, B=FPFF
P[Victoire d'Alice] 9
P [Victoire de Bob] 5

Kpp(D=9, Kz ,(2)=0, K, ,(2)=10, K, ,(2)=5=

Mais, surgit un nouveau paradoxe : le résultat est en faveur d’Alice or le temps moyen
d’attente du mot d’Alice est de 20 contre 18 pour celui de Bob ! On ne peut donc se fonder sur
les temps moyens d’attente pour savoir quel est le vainqueur le plus probable.

Avec lalphabet {A,C,G,T}

v’ A= AGCTA, B = AAGCT

P[Victoire d'Alice] 192

K, ,(4)=256, K, ,(4)=64, K, ,(4)=257, K, ,(4)=1 = =
5.5 pal®) aal®) a5 P[Victoire de Bob] 256

_3
4
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Autour de la relation de domination d’un mot sur l'autre

Sur l’ensemble Q" des mots de n lettres, on peut définir une relation binaire =, dite de
domination, par :

A > B si et seulement si P[Victoire d'Alice] > P[Victoire de Bob] 3
Le graphe de cette relation est représenté pour {P,F}3 sur la figure ci-dessous. On peut y

observer :

Représentation du graphe de < sur {P,F}S.

L’aire des disques est proportionnelle au nombre de « victoires ».
Les nombres sur les fléches indiquent la probabilité de la victoire.

L’absence de fléches entre deux mots signifie «match nul »

v' Cette relation n’est pas totale. Si P[Victoire d'Alice] =P[Victoire de Bob] alors les 2 mots
font jeu égal. Et 'onani A>B ni B> A. Exemple : PPP et FFF.

3 En supposant, bien stir, qu’Alice choisisse le mot A et Bob le mot B.
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Il existe des jamais gagnants : FFF et PPP. Ils font match nul entre eux et curieusement aussi

avec des « trés forts »

Mais aucun mot n’échappe a la défaite. Méme les mots « les plus forts » comme PPF et FFP

sont dominés (par FPP pour le premier, par PFF pour le second).
La relation n’est pas transitive : FPP> PPF et PPF> FPF, mais FPP et FPF font jeu égal.

Il existe des cycles comme celui représenté en rouge sur le graphe.
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Comment Bob peut battre Alice ¢

Supposant qu’Alice choisisse son mot A au vu de Bob. Ce dernier peut toujours choisir un mot B
tel que A< B et qui lui assure une victoire statistique. L’observation du graphe précédent montre
que, pour les mots de trois lettres sur 'alphabet {P,F} que tout mot a un « dominant ». Mais

comment, en général, en déterminer un ?

8. Proposition
Si Alice choisit le mot A=a,a,---a, (n23) et Bob choisit B=baya,---a,_, , alors, pour un

choixr « judicieuxr » de b :

P[Victoire de Bob] > P[Victoire d'Alice]

DEMONSTRATION :
Remarques préliminaires :

1. Pour le moment, le choix judicieux sera : b#a,.

2. A#B. En supposons le contraire, on aurait : b=qa, et a, =a, en contradiction avec le
choix de b#a,.

3. Soit 2 polynémes de corrélation K,(X) et K,(X). Si le degré de K,(X) est strictement
supérieur au degré de K,(X), alors K, (k)>K,(k). Cela résulte de la remarque 4 de la
définition 5 : le nombre K, (k) ayant une représentation en base k « plus longue » que
K, (k).

Minoration et magjoration des termes de la formule de Conway :
Nous allons nous pencher sur les termes de plus haut degré des polynomes K, . (X).
1. Comme K, ,(X) est un polynome de degré n—1 :
K, ()zk"" (1)
2. Pour Kz z(X),ona:
Iy - p=1
l; = 5=0. En effet, B, =aa, a,, et , B=baa, -a,,. Siils étaient égaux, on

aurait : b=a, et a, =a, en contradiction avec le choix de b#a,.

1y

n-2= n-

5 =0 Eneffet, B, , =a,---a,, et , ,B=baa,-a,; et b¥a,.
Donc Kpz(X)=X""+0X"7?+0X"7 +--- et finalement :
Ky (k) <k +k"7 (2)
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3. Pour K, z(X),on a:
1, = =0 puisque A#B.
l, = 5=0.Eneffet: A _ =a,---a, et . B=baa, --a,, et b#a,.

Si , en complétant le choix « judicieux » de b par b#a,, on a :
1, =0. En effet : A,_,=a;---a

2= 4B et o B=baa, a,,

DoncK, ,(X)=0X""+0X"7?+0X"" +--- et finalement :
K, z(k)<k"™ (3)

4. Pour K ,(X),on a:

n

lz = 4, =0 puisque A#B.
l, = 4=l Eneffet: B_ =aa,---a,, et . A=aa, a,,.
Donc Ky, ,(X)=0X"" +1X"7 +-- et finalement :
Ky a(k)2k" (4)
Il reste a rassembler les morceaux :
(1) et (3) => K, 4(k) =K, z(k)>k"" =k"7
(2) et (4) = Ky (k) =Ky () <k +k"7 k"
D’ou :
P[Victoire de Bob] _Kaa =Ky (k) KTk K-
P[Victoire d'Alice] Ky (k) =Ky (k) k"' +k"> k"% k* =k +1

=1 pour k=2

Mais il reste le cas k=2 et qui est précisément celui du jeu de pile ou face de Penney. Si
A,_, # ,.,B, 'argumentation précédente reste valide, mais quid ducas : A,_, =,,B 7

Dans ce cas on a : aja,as---a, =baa,---a, 5 avec b# a,. Il en résulte une périodicité de A :

al :a4 :a7 :...al+3i
b= Ay =0g =dy =+ Uy,s;

Suivant la valeur de nmod 3, le mot A est donc d’une des 3 formes :
0. A=aua,a,---aa,a,, et alors B =aa,a, - a;a,a,
\—W——J \—W——J
i répétitions i répétitions
1. A=aqa,a,---aa,a,a, et alors B =a,a,a,---aa,a, a,
\—W——J \—W——J
i répétitions i répétitions
2. A=aa,ay---a,aya;a,a, et alors B =aaa, -+ aya,a, a;q,
\—W——J \—W——J
i répétitions i répétitions
Quant au triplet aa,a,, sachant que a, =b est différent de a, il doit étre d'une des 4 forme
suivante : FPF, PPF, PFP, FFP. Par raison de symétrie, on peut se limiter & l’étude des deux
premiers triplets.

On va se pencher sur l’écriture binaire des K..(2) dont on rappelle que les bits sont les

coefficients des polynomes K, .(X).
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Dans le cas de la forme 0 pour A :

v' Pour K,,(2), on a le chevauchement trivial,

a,a,a, - a,a,a

1 a5 - 4y dy Ay .
puis compte tenu de la
41,43 41 ay s

a,a,d; - a1a,d;

périodicité tous les 3 décalages, jusqu’a . Sous forme binaire :

a4y 05 - Gy A, Ay
K, ,(2)=100100---100¢, 4, ou 1, , =l&€ avec £=0ou 1.
i-1 répétitions
Pour Kj5(2), c’est la méme chose : Kj 5(2) =100100---100¢, ;.
i-1 répétitions
Pour K, z(2), le premier chevauchement sera obtenu avec un décalage de 2 et

a,a,05 "+ 4,4,0; a,a,05 " 1Ay 03

et se répétera tous les trois décalages jusqu’a :
a;a,a, -+ aza,a, a;a,d, -+ aza,a,
ou sachant que a;#a,, il n'y aura pas de chevauchement. Sous forme binaire :
K, 3(2)=001001---001¢, 5, ou t, , =0&€ avec £€=0ou 1.
i—1 répétitions
PourKy ,(2), le premier chevauchement sera obtenu avec un décalage de 1

a;a,a, -+ a;a,a, a;a,a, -+ a;a,a,

et se répétera tous les trois décalages jusqu’a : ol
a,a,05 44,05 a,a,ds - a,4,0;,
la  encore le chevauchement n’aura pas lieu. Sous  forme  binaire :
Kz ,(2)=010010---0107, 4, o0 1, 5 =0&€ avec £=0 ou I.
| —

i—1 répétitions

Pour la formes 1 (resp. 2) de A, on obtient les mémes résultats a ceci prés que les bits terminaux

comportent 3 € (resp. 4 &).

Les valeurs des bits terminaux dépendent de n mod3 et du triplet répété FPF ou PPF. Le tableau

suivant fournit ces valeurs pour les différent cas :

A B n mod 3 taA tAB BB tga  |(Taa~tap) = (pp ~1p4)
PPF FPP 0 100 001 100 011
PPFP  [FPPF 1 1001 0010 1001 | 0100
.§ PPFPP [FPPFP 2 10011 (00100 10010 (01001
Z FpF FEP 0 101 001 100 010
FPFF  [FFPF 1 1001 0011 1001 | 0101
FPFFP [FFPFF 2 10010 |00100 10011 (01001
PPF FPP 0 4 1 4 3 2
PPFP  [FPPF 1 9 2 9 4 2
:g PPFPP [FPPFP 2 19 4 18 9 6
g FPF FEP 0 5 1 4 2 2
FPFF  [FFPF 1 9 3 9 5 2
FPFFP [FFPFF 2 18 4 19 9 4

Plutot que d’examiner les cas un par un, ce qui ne présente pas de difficultés mais serait quelque

peu fastidieux, on va se livrer a une approche synthétique.
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Posons x; =001---001 avec la convention x, =1. Sachant qu’une multiplication par 2 décale les
—

i—1 répétitions

bits d’un cran vers la gauche, on peut écrire :
vV K ,(=x2" +1,
Vo Ky p(Q)=x2" 1y,
Vo K, () =x2"+15,
Vo Ky ,(2)=x2"" 41y,
oll s=3,4,5 selon que les f.. comportent 3,4 ou 5 bits.
(KA,A () -K,p (2)) - (KB,B (2)=Kp 4 (2)) =X 2 - x2"+ (tA,A - tA,B) - (tB,B - tB,A)
=x2" + (tA,A - tA,B) - (tB,B - tB,A)
Or selon le tableau : (tA,A —tA,B) —(tB,B —tB,A) 22 et donc :
(Kus(@ =K, 5(2)=(Kyp(2) =K1 (2) 2 3,2° +2

Ce qui assure la victoire statistique de Bob.

Remarques :

g1
7

v' On peut montrer que, pour i>1, x, =1+2°+...2%0V =
v La stratégie de Bob consistant a choisir b#a, et éventuellement b#a, lui donne une
domination sur Alice, mais rien dans ce que nous avons démontré ne garantit qu’elle est
optimale. L. J. GUIBAS and A. M. ODLYZKO dans [6] et Daniel FELIX DANS [4] abordent la

question de la stratégie optimale, mais c’est nettement plus compliqué.
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Une autre approche via les chaines de Markov

Introduction : graphe de transitions

Construction du graphe G=(s, F) associé¢ & un mot A=aa, - a,
L’idée sous-jacente est que le mot A va s’écrire, au cours des émissions aléatoires, lettre par lettre.
On définit alors ’ensemble § dit espace des « états » comme étant ’ensemble des préfixes de A
(O et A compris) :

S Z{D,al,alaz,---, alaz---an} .
Ces n+1 états sont les noeuds du graphe.
Soit : ,AUS un préfixe de longueur 0<r<n.

v" On met une fléche étiquetée par a,,; du nceud ,A vers le nceud ,,;A. Explication : si on

4
se trouve dans I'é¢tat ,A et que la lettre émise a I’é¢tape r+1 est précisément a,,, on
avance dans la construction de A et on passe a ’état | A.

V' Soit b0Q,b#a,,,. On met une fleche étiquetée par b vers I’état de longueur m maximale

tel que (alaz-uarb)m 0S . Explication : si la lettre émise a 1’é¢tape r+1 est différente de b,
tout n’est pas perdu ! Il se peut qu'un suffixe de a,a,---a,b soit un préfixe de A, auquel
cas on retourne a cet état (qui peut étre éventuellement [ ).

Enfin, on met une boucle sur A. Explication : arrivé a ’état A, le jeu est gagné et on reste dans le

meéme état.

Le graphe G =(S,F) ainsi obtenue est un graphe orienté avec boucles. Partant d’un état

quelconque, il existe toujours un chemin vers 1’état final A. Le degré extérieur de chaque état # A

est égal & k= Q].
Exemple 1 : A = FPFFP

>l FPF

FPFF

v' Partant de ’état 0 , tant qu’aucun F n’est émis, on reste dans cet état.

v' Partant de 1’ état FPF, si un P est émis, alors le suffixe FP de FPFP est le plus long
appartenant a S d’ou la fleche vers FP.

v" En revanche partant de ’état FP, si P est émis, alors aucun suffixe de FPP n’appartient a

S d’ot la fléche vers O .
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Construction du graphe G =(s, F) associé a 2 mots
A :alaz"'an 7B :blbz"'bn
La construction est similaire au cas d’un seul mot. La différence essentielle réside dans la
définition de ’espace S des états qui est alors la réunion des préfixes de A et des préfixes de B.
S={0,a,.b,aa, bb,, A, B}

Pour les fleches, le principe est le méme avec une boucle sur chaque état final A et B.

/_\ P

PP > PPP
k//fﬁ\\ P
’K\ii// "

On peut remarquer qu'un seul chemin meéne de ’état [0 vers 1’état PPP, alors que plusieurs

Exemple 2 : A = PPP, B = FPP

menent de Pétat O vers D’état FPP. C’est une illustration de lavantage de B sur A (pour

mémoire la cote de B contre A est de 7).
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Des graphes auzx matrices stochastiques

Les graphes précédents sont entiérement décrits par des tableaux du type :

(1) F FP FPF FPFF FPFFP
(9] P 0 P 0 0 0
F F F 0 0 F 0
FP 0 P 0 P 0 0
FPF 0 0 F 0 0 0
FPFF 0 0 0 F 0 0
FPFFP 0 0 0 0 P 1
%] P F PP FP PPP FPP
(] 0 0 0 0 0 0 0
P P 0 0 0 0 0 0
F F F F F F 0 0
PP 0 P 0 0 0 0 0
FP 0 0 P 0 0 0 0
PPP 0 0 0 P 0 1 0
FPP 0 0 0 0 P 0 1
En rouge, les états finauz.

Si on remplace dans les tableaux précédents les étiquettes des fleches par les probabilités,
. . . 1
correspondantes, par exemple, pour le jeu de pile ou face équiprobable, P et F par 5 le graphe

décrit les probabilité de transition d’un état vers un autre. A chaque graphe de ce type on peut
associer une matrice M =(M i j) avec M, ; = Pli/ j] la probabilité de passer a I'’état 7 & partir de

, >0sij-i0F
I'état j. On a donc : M, ; = 0 si . Par exemple, pour les deux exemples précédents :
’ simon
o o0 O 0 O
72 0 0 O O
/2 1/2 1/2 1/2 1/2

72 0 1/2 0 O 0
0
0
M,=| 0 1/2 O 0O 0 0
0
1
0

/72 1/2 0 0 1/2
0 172 0 /2 O
0O o0 /2 0 O
0O o0 o0 /2 O
0O 0 o0 0 1/2

0 0 172 0 O
0 0 0 1/2 0
0 0 0 0 1/2

- O O O O O

- O O O O O©O O

De telles matrices & termes positifs ou nuls dont la somme de chaque colonne est égale a 1 sont
dites stochastiques colonnes?. Elles décrivent complétement les probabilités de transitions. Leur
étude permet de retrouver les résultats précédents, mais requiérent des notions concernant
I’algebre linéaire et les chaines de Markov a états finis. On pourra se nourrir sur ces sujets avec le

[2] pour l'algebre linéaire en général et avec le [10] pour les chaines de Markov en particulier.

4 La convention usuelle en probabilité est d’utiliser des matrices stochastiques ligne. Mais, par

habitude de I’algebre linéaire nous préférons la convention inverse.
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Dans la section suivante, on va s’efforcer de donner un apercu des résultats utiles pour notre

probléme de jeu de mots.

Chaines de Markov

Bréve introduction aux chaines de Markov

Elles servent a modéliser I’évolution d’un systéme évoluant aléatoirement d’un état a ’autre au fil
du temps (discret). Soit S ={el,~--,es} un ensemble de ces s états que l'on désignera plus
simplement par leur indice. Pour 7N, on notera X, la variable aléatoire représentant 1’état du
P[Xx, =1]
systéme a l'instant 7 et P, = : le vecteur des probabilités & l'instant 7. Sachant que le
P[X, =]
systéme doit, & chaque instant se trouver dans un état de S, on a bien sir : iP[X ;= i] =1.
i=1
Les chaines de Markov sont & mémoire « courte » et « homogeéne » ce qui se traduit par la
formule suivante :
O7rON: P[X,, =i/X,=j|=P[X, =i/X,=j]

En notant M, ; =P[X1 =i/ X, = j] on définit une matrice dite de transition qui décrit
complétement le comportement de la chaine. Cette matrice dite stochastique colonne a les
propriétés suivantes :

1. Tous ses termes appartiennent & [0---1].
2. La somme de chacune des colonnes est égale a 1.
3. Son rayon spectral p(M) est égal a 1 et elle admet 1 comme valeur propre.
4. OrON: P, =MP,.
5. OrON: P.=M'P,.

6. OrON: M" est une matrice stochastique colonne.

7. (M T)i, ; représente la probabilité d’atteindre l'état i a partir de l'état j en 7 étapes.

Autrement dit : (M7),; =P[X, =i/X, = j].

ATTENTION : (M"), ; désigne le terme ligne i colonne j de la matrice M" (et non le terme M, ;
de la matrice M élevé a la puissance 7).
En vue de nous confronter a notre probléme de jeu de mots, on va se pencher sur un type

particulier de chaines de Markov : les chaines absorbantes.
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Chaines absorbantes
9. Définitions

1. Un état @ est dit accessible a partir d’un état 7 si et seulement si il existe un entier
r tel que : (M"), ;>0

2. Un état i est dit absorbant si et seulement si M,; =1. On notera A, l’ensemble des
états absorbants.

3. Une chaine de Markov est dite absorbante, si et seulement si :

v’ il existe au moins un état absorbant,

v pour tout état j, il existe un état absorbant i accessible a partir de 7.

Commentaires :

En terme de graphe :
1. signifie qu’il existe un chemin dej vers i.
2. signifie qu’'un état absorbant n’émet aucune fleche sauf la boucle sur lui-méme.
3. signifie qu’a partir d’un état quelconque, il existe toujours un chemin vers un état
absorbant.
En observant nos deux graphes exemple, on peut d’ores et déja constater qu’ils possédent des
états absorbants (A pour le premier, A et B pour le second) et qu’a partir de tout état, il existe un

chemin vers un état absorbant.

En plagant en dernier les états absorbant (donc avec un indice dans lintervalle [s—a+1---5]), la

matrice M de taille sxs d’une chaine absorbante ayant a états absorbants peut s’écrire sous

010
forme dite canonique : M =( 17 ou :

v Q est une matrice carrée de taille :s —a
v I est la matrice identité de taille a.
v" 0 est la matrice nulle de taille (s —a)Xa
v" R est une matrice de taille ax(s—a)

Pour toutes les propositions qui vont suivre, on suppose désormais que_P est la matrice d’une

chaine absorbante mise sous forme canonique.

10. Proposition

<
o

Pour t=21, M" = -
R S0 I
~

1

DEMONSTRATION :

Une simple récurrence suffit...
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11. Proposition

LimQ" =0
T - +00
DEMONSTRATION :

Soit jO 4 un état non absorbant. Par définition d’une chaine absorbante, il existe 72>1

et v 4

tels que : (MT )y.; >0. On peut observer de plus que : M ). >0=>WM ”1) >0. En effet :

M, ZMW(M ey 2M,, (M), ; =MD,

c=1 :1
Définissons alors T comme la premiere date pour laquelle 0j0 4,000 A4:(M7), ;>0
Comme la somme de la colonne j de M” est égale 4 1, on a :

0jOA: Y M"),; =), <1
ia ia

HQ H max(%q(QT)w}, et p(QT)s”QT“1 . Donc : p(QT)<1 et p(Q)<l1. Cette

inégalité assurant que : Lim(Q*)=0.

r— +oo

12. Proposition et définition

derniére

I-Q est inversible et N :(I —Q)_1 :ZQ’ . La matrice N est appelée matrice
ondamentale de la chaine absorbante de matrice M.
DEMONSTRATION :
(1-0)(1+ 0+ +Q7)=1+Q+-+Q"
-Q----0" QT+1 o
Et d’aprés la proposition précédente : (I +Q+-- )=I . Donc (I —Q) est inversible

e (1-0)"' =X 0"
=0

Cette matrice fondamentale va nous livrer beaucoup d’informations sur le comportement de la

chaine :

13. Théoréme

Soit N la matrice fondamentale d’une chaine absorbante mise sous forme canonique

_(219) o
M—Rl,aors.

1 L'MT—O 0
M I RN T

2. Quelque soit ’état initial X,, l'absorption est presque sare. Autrement dit, la

probabilité qu’il existe un temps v tel que X, 0 A est égale a 1.

> p(M), le rayon spectral, est le plus grand module des valeurs propres de M (cf ;[2].VIL.11

25

et 12).
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3. %Nu est le temps d’absorption, autrement dit, le temps moyen d’attente pour
arriver a un état absorbant, sachant que X, =j .

4. Pour jOAvOA, (RN),; est la probabilité d’accéder au i état absorbant
v=s—a+i, sachant que X,=j.

5. Pour i,jOA, N;; est l’espérance du nombre d’apparitions de l’état i, sachant

que X,=j.

DEMONSTRATION :
1.

Des propositions 11 et 13 il résulte :

010

. r= . -1 ‘ - )

LimM "= Lim R( Q’J I (RN IJ
i=0

2.

Soit la variable aléatoire : Y =mDierl(T /X, 0 j‘l) représentant le premier passage dans un état
Tl

absorbant. L’événement [Y > T] est la réunion des événements [X0 D}l], [X1 D}l],m, [X, Dﬂ] .
La magie des états absorbants c’est que quand on y tombe, on n’en sort plus ! On a donc, pour
r'sr:X,0A4= X, 0A. Tous ces événements sont donc en fait inclus dans [X O }l] .
La probabilité que, partant d’un état non absorbant jO 4, la chaine reste dans un état non
absorbant jusqu’au temps T est :
PlY>1/X,=j]=P[X,04/X,=j]=D P[X, =ilX,=j]=D.(M"), ;= >.(0"),,
i0A 04 i0A
La probabilité que la chaine reste toujours dans un état non absorbant est, en tenant compte de
la proposition 11 :
TIii;zZoP[X, 0A/X, = j] =iDZ/:qTI1i;+7i(QT)iJ =0

L’événement contraire [DT UN: X, O /‘Zl] est de probabilité 1, autrement dit presque str.

3.
Revenons a la variable Y déja définie. Son espérance, est le temps moyen d’attente d’un état

absorbant. En supposant, comme précédemment que X, = j, selon le lemme 3 :

EY/Xy=)) =§P[Y >1/X,=j|.
=0

Donc :

E(Y/X, =j)=iP[X, 0A/X, = j] =§ > P[X, =ilX, = ]
=0

=0 04
=2, 2.09,;=2,2.09,,=> N,
=0 04 i0A 1=0 i0A
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4.
Soit B la matrice de taille ax(s—a) telle que B, ; désigne la probabilit¢ que partant de I'¢tat

e

non absorbant X, =j, il existe un temps 70N tel que X, soit le i e atat absorbant (donc
d’indice v=s—a+i).
Partant de X, = j, pour atterrir au bout d’un certain temps dans 1’état absorbant v, il faut :
v Soit que X, =v avec une probabilité de P[X1 =v/X, =j] =M, ;=R ;.
v’ Soit que X,=j' ou j'0A avec une probabilité de Q;; et que partant de ;' on
atterrisse sur v au bout d’un certain temps avec une probabilité de B, .. Par

LJ

indépendance on a donc :
s—a
B, =R, +ZlBiJ’ Q. =R ; +(BQ),
J =

Matriciellement on a donc :

B=R+BQ = BU-Q)=R = B=R(I-0Q)"' <« B=RN

.
=T

Soit i,j00 A, TON. La variable aléatoire I = ZIXFi représente le nombre de passage par 1’état
=0

1 dans l'intervalle de temps [0~-T] . Son espérance sachant que X, =j est :

=T =T
E(I;/X, =) =15(21Xr:,4/x0 = jJ =2E(1X,=i/XO = j)
7=0 =0

1siX, =i

) a pour espérance sachant que X, =j :
0 sinon

La variable al¢atoire 1y _; ={

E(ly/Xo=j)=P| X, =i/ X, = j|=(M"),; =@Q"),,

Donc :
=T =T
E(Iy/Xy= /)= Y E(ly /X, =)= 2@,
7=0 =0
7=T
Lorsque T — +oo, selon la proposition 13, Z(Qr)i’j - N.D’ou:
7=0
TLJIZZOE(IT/XO =j)=N,;
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Application au jeu de mots

Jacques Cellier

Ce sont les points 2, 3. et 4. du théoréme 14 qui sont particuliérement importants pour nos jeux

de mot pour lesquels on part toujours de ’état O (d’indice 1).

2. Confirme que le jeu se termine presque surement par ’apparition du mot d’Alice ou du mot

de Bob qui constituent les états absorbants de la chaine.

3. Dans le cas d’'un mot unique, Z:Ni1 la somme de la premiére colonne de la matrice

04

fondamentale, est le temps moyen d’attente du mot dont on sait qu’il est égal a kXK, , (k)

4. Dans le cas de 2 mots A, B (RN),;, est la probabilit¢ d’arriver au premier état absorbant,

clest-a-dire au mot A (victoire d’Alice) et (RN),,, probabilité d’arriver au deuxiéme état

absorbant, c'est-a-dire au mot B (victoire de Bob). Probabilités données par la formule de

Conway.

En retournant vers des exemples déja traités par les polyndémes de corrélation, on doit retrouver

les mémes résultats.

Sur les exemples déja cités

Ezxemple 1, A = FPFFP (voir tableau page 9) :

Il n’y a qu’un état absorbant A.

La matrice de transition sous forme canonique

/72 0 1/2 0 0 |0
/2 ' 1/2 0 0 1/210
0 172 0 1/2 0 |0
0o o0 172 0 010
0o 0 o0 172 010
0O 0 0 0 1/2]1

La matrice fondamentale

10 8 8
12 12 10
N=|8 8 8
4 4 4
2 2 2

[\S T e S o

[N S R e N

Partant de ’état O, le temps moyen pour atteindre 'unique état absorbant A = FPFFP est la

somme de la premiere colonne de N,, soit : 36, ce qui est précisément la valeur donnée par la

formule 2K, ,(2).

FExemple 2 : A = PPP, B = FPP (voir page 12)

Il y a 2 états absorbant A et B.

La matrice de transition sous forme canonique

o o0 o0 o0 0100
72 0 0 0 0 (0 O
/2 1/2 1/2 1/2 1/2]10 O
M,=0 1/2 0 0 0|0 O
0o o0 172 0 0|0 O
o o0 o0 12 0|1 O
O 0 0 0 1/2]|0 1

28

La matrice fondamentale

1/2
N,=|7/2
1/4
7/4

1/2
3/2

N O~ O O

_— =N O O

N O o O O
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Partant de ’état O , le temps moyen pour atteindre un état absorbant (soit A ou B) est donc la
somme de la premiére colonne de N, soit :7.

De plus :

7/8 3/4 1 1/2 1
Donc, partant de 1’état O, la probabilités d’arriver a 1'état PPP (victoire d’Alice) est de 1/8

(1/8 1/4 0 1/2 0)
RN, =

contre 7/8 la probabilité d’arriver a I’état FPP (victoire de Bob). Ce que confirme la formule de

Conway.

En général
Cette approche matricielle est nettement plus exigeante quant aux pré-requis mathématiques
qu’elle suppose. Son intérét réside dans son champ d’application plus étendu :
v' Elle ’applique avec un alphabet Q de taille quelconque.
C’était déja le cas pour la méthode fondée sur les polynémes de corrélation K..(X). Mais de
plus :
v" Elle s’applique & un nombre de mots en compétition >2.

v" Elle s’applique avec des probabilités d’émission différente pour les lettres de 1’alphabetS.

Données
Alphabet : L=[l;,+,1,]
Probabilités : P:=[ Distets pk] , p; désigne la probabilité d’émission de la lettre ;.

Mots en compétition [Al, Ayee, Am] liste de m mots distincts de méme longueur n. A, =a§a§~-a;

Construction de l’espace des états S

S est la réunion des préfixes des A;. Les éléments de cet ensemble sont indexés de 1 a nbs =S|,
suivant la longueur des mots et suivant I'indice du mot sous-jacent pour former la liste des états.

— 1 1.2
S—[Daap'”a%%""aAp"'Am]
L’essentiel, en vue d’obtenir une matrice de transition sous forme canonique, est que les états
finaux A, A,,---, A, soient en queue de liste.

Ces états finaux sont par définition absorbants puisque P[X A TX, = A,] =1.

0 Dans [11] et [12], on pourra trouver une définition des polynomes de corrélation étendue pour

traiter ces deux derniéres situations.

29 mars 2021



Jacques Cellier

Construction du graphe de transition G =(S, F)

La liste S des états étant définie, les fleches du graphe sont déterminées par ’algorithme informel

suivant :
Pour chaque état non absorbant s Faire
Pour chaque lettre [0OL Faire
Si s&lI0S Alors
ajouter la fléche sOTs&l a F
Sinon
déterminer le plus long suffixe su de s&I0OS
ajouter la fléche sOTsu a F
Fin Si
Fin faire
Fin Faire
Pour chaque état absorbant s Faire
ajouter la fléche sOths a F
Fin Faire
Remarques :

1. & désigne l'opérateur de concaténation des mots.

2. On peut tout aussi bien, remplacer I’étiquette [ de la fleche par la probabilité d’émission
de la lettre [. C’est d’ailleurs ce qui sera fait pour construire la matrice de transition.

3. Quel que soit 1’état, il existe un chemin vers un des états absorbants. En effet chaque état
étant un préfixe d’'un des mots A; de la liste, il existe un chemin de cet état vers A;.

4. En terme de complexité d’exécution, le plus pénalisant est la boucle qui visite les états
non absorbants qui imbrique en fait deux autres boucles : la boucle qui recherche le plus
long suffixe dont le nombre d’itérations est borné par n, la boucle qui parcours ’alphabet
qui est exécutée k fois. Avec m mots de n lettres, le nombre d’états non absorbant est

, . N N -, . _ 2
borné par mXn . Tout ceci méne a une complexité au pire de mXnXkxXn =mkn”.

Implémentation sous forme de procédures Maple

La procédure etats (Mots) retourne la liste des états (préfixes des mots de la liste) sans
répétition. Elle est ordonnée suivant la longueur des préfixes, puis selon l'ordre des mots de la

liste. Elle suppose mais ne vérifie pas que tous les mots de la liste ont méme longueur.

etats:=proc (Mots::1list)
local i, j,nbmots,n::integer,pref::string,S::sequence;
S:zllll;
nbmots:=nops (Mots) ;
n:=length (Mots([1]);
for 1 from 1 to n do
for j from 1 to nbmots do
pref:=substring (Mots[j],1..1i);
if not member (pref, [S]) then S:=S,pref; fi;
od;
od;
RETURN ([S]) ;
end:
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Exemple :

etats (["FFE", "FFP", "PFP"]) ;
["", IIF"’ IIP"’ "FF"’ "PF"’ "FFF", IIFFP"’ "PFPII]
Dans la procédure de détermination de la matrice de transition, mots et lettres seront manipulés

par leurs indices. Elle nécessite le recours & une procédure auxiliaire rang (L, element) pour

déterminer le rang d’un élément dans une liste (retourne -1 si absent) :

rang:=proc(L::1list,element)

local i::integer;

i:=1;

while i<=nops (L) and L[i]<>element do i:=i+1;o0d;
if i>nops (L) then i:=-1;fi;

RETURN (1) ;

end:

Enfin, la procédure mattransitions (Mots, Alphabet,P) retourne la matrice de transition
sous forme canonique. Préalablement, elle affiche la liste des états. Cette procédure a recours a
une fonction du « package » StringTools. En vue des calculs matriciels ultérieurs comme le

calcul de la matrice fondamental, il est aussi utile de charger le « package » linalg.

mattransitions:=proc (Mots,Alphabet,P::1ist)
local i, r,
k,s,1l,v,nbmots,n,nbs::integer,S::1ist,M::matrix, su::string;
S:=etats (Mots) ;
print (S);
nbs:=nops(S);
nbmots:=nops (Mots) ;
k:=nops (Alphabet) ;
M:=matrix (nbs,nbs, (i, j)->0);
# états non absorbants
for s from 1 to nbs-nbmots do
for 1 from 1 to k do
su:=cat (S[s],Alphabet[1]);
v:=rang (S, suivant) ;
if v>0 then M[v,s]:=P[1];
else
r:=1;
while rang(S,Drop(su,r))<0 do r:=r+1;od;
v:=rang(S,Drop(su,r));
M[v,s]:=P[1];
fi;
od;
od;
# états absorbants
for 1 from nbs—-nbmots+l to nbs do M[i,i]:=1;0d;
RETURN (evalm (M) ) ;
end:

Ml:=mattransitions (["FPFFP"], ["P","F"], [1/2,1/21);

[nn, "F”, HFP", "FPF", "FPFF", "FPFFP”]
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1 1
5 0 5 0 0 0
1 1 1
5 5 0 0 5 0
1 1
0 5 0 5 0 0
MI = !
0 0 5 0 0 0
0 0 0 1 0 0
2
0 0 0 0 1 1
. 2 -

Jacques Cellier

Si on reprend les exemples 1 et 2 en pipant la piéce avec une probabilité d’émission de 3 pour P

2 .. )
contre = pour F, voici les résultats :

Exemple 1 bis

Pour la matrice de transition :
Ml :=mattransitions (["FPFFP"], ["P","F"]1, [3/5,2/5]);

[HH’ ”F”, ”FP”, ”FPF”, ”FPFF”, HFPFFPH ]

3 3
5 0 5 0 0 0
2 2 2
5 5 0 0 5 0
0 3 0 3 0 0
5 5
MI = )
0 0 5 0 0 0
2
0 0 0 5 0 0
3
I 0 0 0 0 5 1_

Puis pour la matrice fondamentale :

Nl:=inverse(diag(l,1,1,1,1)-submatrix(M1,1..5,1..5));

145 125 125 95 257
s s 8 8 4
475 475 415 325 95
36 36 36 36 18
Njo|125 125 125 95 25
12 12 12 12 6
25 25 25 25 5
5 6 6 6 3
5 5 5 5 5
3 03 3 3 3
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Le temps moyen d’attente du mot FPFFP en partant de I’état O est la somme des la premiére

colonne de la matrice soit

Exemple 2 bis

M2 :=mattransitions (["PPP", "FPP"],

= 47.57 donc nettement rallongé par rapport a la piéce équitable.

("e","¥"1,[3/5,2/51);

[IHI’ ”P”, ”F”, ”PP”, ”FP”, ”PPP”, HFPPH]

) NN W O

M2 .

0

N2:=inverse(diag(l,1,1,1,1)-submatrix(M2,1..

N2 =

R2:=submatrix(M2,6..7,1..5);

R2 =

multiply (R2,N2);

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2 2 2

5 5 5 5

3
5 0 0 0
3
0 5 0 0
3

0 0 5 0

3

0 0 0 5

(1 0 0 0

3

5 1 0 0

9% 16 25 10
45 9 9 9

9 3

25 5 0 1
9% 16 5 2
75 15 3 3
3

0 0 0 5

0 0 0 O

279 3
125 25 5
98 16 2
125 25 5

0 0]
0 0
0 0
0 0
0 0
10
0 1

5,1..5));

0"
0
10
9
0
3
3_
0
3
5
0
1

Donc, partant de ’état [0, la probabilités d’arriver a 1’état PPP (victoire d’Alice) est de

27
125
chances d’Alice s’améliorent !

33

——=0.216 contre %=O,7847 la probabilité d’arriver a l’é¢tat FPP (victoire de Bob). Les
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Ezemple 3

Et pour terminer, un examen de 3 mots sur 'alphabet [A,C ,G,T] avec des probabilités inégales.

Pour alléger ’écriture, les matrices sont affichées en décimales.

M3:=mattransitions (["TCA","CCT","AGC"],["A","C","G","T"],[3/10,2/10,2/10,3/101)

[IHI, "T”, ”C”, ”A", HTCH, "CC”, ”AG", "TCA", "CCT”, HAGCH]

evalf (%,2);
[0.20 020 020 0. 020 020 020 0. 0. 0.7
0.30 0.30 0.30 0.30 030 0. 030 0. 0. o.
0.20 0. 0. 020 O. 0. 0. 0. 0. 0.
0.30 0.30 030 030 0. 030 030 0. 0. 0.
0. 020 oO. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
0. 0. 020 0. 020 020 0. 0. 0. o.
0. 0. 0. 020 O. 0. 0. 0. 0. O
0. 0. 0. 0. 030 oO. 0. 1. 0. O.
0. 0. 0. 0. 0. 030 0. 0. 1. 0.
| 0. 0. 0. 0. 0. 0. 020 0. 0. 1.]
N3:=inverse(diag(1,1,1,1,1,1,1)-submatrix(M3,1..7,1..7)): evalf(%,2);

(46 34 34 33 24 24 29]
72 78 68 70 47 44 59
23 20 30 22 13 14 17
71 66 67 78 43 47 57
14 16 14 14 19 088 12
094 089 1.1 090 082 18 073
14 13 13 16 087 094 2.1 |

R3:=submatrix (M3,8..10,1..7): evalf(%,2);

0. 0. 0. 0. 030 O. 0.
0. 0. 0. 0. 0. 030 0.
0. 0. 0. 0. O. 0. 020

multiply (R3,N3) :evalf (%,3);

0434 0.469 0405 0417 0580 0.265 0.352
0.283 0.267 0.327 0.270 0.246 0.547 0.218
0.283 0.264 0.267 0312 0.173 0.188 0.430

Donc, partant de 1'état O : P[TCA|=43,4%, P[TCA|=28,3% ,P[AGC|=28,3%.
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Annexe 1 : des fonctions VBA pour

Excel

Quatre fonctions VBA pour Excel permettent les calculs. Elles sont incluses dans le classeur :

fonctionsVBA_Jeu_de_mots.xls dont la premiére feuille expose le mode d’emploi :

1 | 2 | 3 | 4 | | 6 | 7 | 8 9 | 10 11
1 |Fonctions VBA pour Jeu de mots
2
3 | keyb(A;B) odds(A:B:k)
4 |Arguments : Arguments :
5 |A:B 2 mots sur l'alphabet ACB 2 mots sur l'alphabet
6 k la taille de I'alphabet, optionnel, par défaut 2
7 |Retourne : Retourne :
8 |Les coefficients (1 ou 0) du polyndme de corrélation &4 s(X) P[A gagne]/P[B gagne]
9 |sous la forme d'un_mot sur l'alphabet {1,0}
10 [Exemples : Exemples :
11 A= PFPF B= FPFF A= PFPF B= FPFF
12 |keyb(A;A) keyb(A;B) keybi(B;A) keyb(B;B) Odds(A;B)
13 (1010 0101 0000 1001 1,8
14
15 A= ACGT B= AGCA A= ACGT B= AGCA
16 |keyb(a;A) keybiA;B) keyb(B;A) keybi(B;B) Odds(A;B;4)
17 (1000 0000 0001 1001 1
18
19
20
21 |key(A;B;:k) proba(A;B;k)
22 [Arguments : Arguments :
23 [A;B 2 mots sur l'alphabet ACB 2 mots sur l'alphabet
24 |k la taille de l'alphabet, optionnel, par défaut 2 k la taille de I'alphabet, optionnel, par défaut 2
25 |Retourne : Retourne :
26 | Kaglk) P[A gagne]
27 |[Exemples : Exemples :
28 A= PFPF B= FPFF A= PFPF B= FPFF
20 |key(aA) key(A;B) key(B;A) key(B;B) probal(A;B)
30 10 5 0 g 64,29%
31
32 A= ACCT B= AGCA A= ACCT B= AGCA
33 |key(AA4) key(A;B;4) key(B:A;4) key(B;B;4) proba(A;B;4)
34 o4 0 1 685 50,00%
35
16

35
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Annexe 2 : une application Java pour

simuler les joutes entre Alice et Bob
R e e T

Hb parties m Afficher probas

Letires complémentaires

Alphabet

Mot choisi : 1 Mot choisi :
Nb victaires ¢ | Nb victoires :

|40%:

. I : A BTG
P emias 5o | et :

EFFACER

Proba théorigue : 51.52% Proba théonigue : 48,498%
Temps mayen d'apparntion : 256 Temps moven & appatition : 272 Durée moyenne d'une partie: 1252

Partie Resultat Vaingueur Durée

1 ACAGTGAGRACTIGCGRATGTACRRAGGARGRACGGETIGGGCTICCCCAGTTGGRACTGCOGTIGCGITTACTGRRACGTCGTGITCTICCAGCTGGA ACAT Bob 102| &
CCTTGICTATTGCTCTITCCGECCTATACGGGAGCTATGIGTCRATGCE ACRC Bob 52|

3 ATTTCCTTIGTI TACCCCATAGCTCCTATSTACGET GEGRATTCATACTAGSTAGCACCATTGTITCCTTTCICGGECCAGRAGCGRGCTACCARTACCCACGTGCCCGIAGGACCTAT. .. |Alice 137

4 ASTTGATGT ACAC Bob 13||=

) GEATCTGECCAGAT GCACRRACTGCCTCTCEETICCACCCITGCGTATATATGCACTATATGGATCCAGTTIAGCS ACAT Bob T8

& AAGTCCTCCGGCCTCCRGTAGCAR R ACTTCGECTGOGT AT GEECTRACAT GETGCCGRGTATGAGTCGCAGCAAGGAGRCCCGEAGCTITGEETCATGGCACRTGTITACCETTIAG. . . [Alice 440

7 CGGETATICTICGTAGTACCCGEGTARCTITIGRAGIGTAGCTATATICATATCCGCGACTATITCIGGICTITIGEAGTAGGCGCCGTRARG ACAC Bob 33

e TCTRCGRAA ARG A TAGC R GG GT TR TGEGR A CAGETCTGC I TTCCCCCTCGECTCCTAGEGRA AR GEAGCTIAATAAGAATGRCCGACGCTCGETCGAGAGERCGCGGRAACAT. . . |Alice 223

a ATCGCCRAACTICCGAGICTGITCIGIGEEGCIC RACC Alice 38

10 GEGTGTTGCCACCIGEGCROCAGRGT ACAC Bob 30

11 |[TIICICTIGERRCTGRGTITGACATTCTACTTIGCTCAGTITATGIGTGEGCACTGATGETATATTITGAT ACAC Bob 74

12 ATRAGRACCGGCCTCIGRAGCTCCTATGGGETTICGCCTCGACCGTTARGRCTCCACCTGCAGCTCCCGRRAACTGGCGCCGGRARCTCGGTCAGACTIATTIGCGCTGCACTARGTGRR. . . [Alice 203

13 |TRATGRGTCTITCTIGGCGLGCRGGACCECTCTACCGCTATCGT CACRATGTIGTIGT TGEACT AGAGRL AT CAGGATGCAGGAATTCCCAGGTRARRACGTCAGRCCGECTCCTGTITAG. .. [Blice 1435

14 FTCCATGATCIAAGTATCGTAAT ICAGCEEGTGCCGCGTGRCCATGCGTACGAGT GCGCACTGRGCATGTATGTCATATGTCCTGCT GGGGATTACCTACTTCCGCRRAGRGETGEE. . . [Alice 307

15 TCATGCGTTCCTCICTCGATTRARGCOGTCTICCRATGGGACTC RRCC Alice 47 |

16 AGTRTTCGTGICCIICTGERATGCGACGT TAGRT T TCCCGEGEET I TAGATCCTGIGTCCGETATCCTTAGT CGTTTAGGCCCTGCGEATTACAGARATATACGCTCCCATAGCGGT. . . [Alice 198 |

17 TIGCAGTATCCGCGCCTRARCTGERARCGERACCAGEETATTAGCACTGAGCTAGRGTTGTTTIITCGTAGAGG ARCT Alice 75 |

18 CGRCGTICCTAGRTACAGICATRARTCGICTGRAT RAGTARGEGERGTGETGLGIGCICGERCTIATGCIGLCCC GAGGAGCTTTARCRAGTICGCGCITGIGAGCTIGCATTICTIA. .. |Alice 154 |

19 CILRRRRAGCGGATCCGRAGCEGETTAGCACGRAGTATCACAGETITTGE ALCC Alice 53

20 GATCGITGICGACGTAAGGTTACATCCGECCATIICGC ACAT Bob 42

Fenétre de ’application JeuDeMots. jar

Le mode d’emploi est tres simple :
1. Alice écrit son mot dans le champ prévu a cet effet.
2. Bob fait de méme.
3. Si lalphabet inclut d’autres lettres que celles utilisées par Alice et Bob, les écrire a la
suite, sans espaces, dans le champ « Lettres complémentaires ».
4. Choisir le nombre de parties entre 1 et 100.
5. Choisir ou non 'affichage des probabilités théoriques en plus des fréquences empiriques &

la fin des parties.

6. Lancer la suite de parties par le bouton JOUER .

Cette application se place dans ’hypothése d’équiprobabilité des lettres de I’alphabet.
Dans Daffichage du résultat de chaque partie, le mot gagnant est mis en évidence par l’espace qui

le précede.
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