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Introduction

Trois exemples

Ezxzemple 1 : jeu de bonneteau

ALERANDRE

THINVRITY

-

. _: .

J

Dans ce jeu (il en existe de nombreuses variantes dont celle figurant dans le tableau de Jhéronimus
Bosch) le « bonneteur » mélange et présente ces trois cartes retournées au joueur. A lui de désigner,
aprés avoir misé une certaine somme, I’emplacement de la Dame de Cceur. Si son choix est le bon, il
remporte le double de sa mise, sinon il la perd au bénéfice du bonneteur. L’issue du jeu pour un

joueur misant 10€ peut étre résumée par le tableau suivant :

Position de la Dame de Ceeur

Gauche Centre Droite
Position Gauche 20€ -10€ -10€
désignée Centre -10€ 20€ -10€
par le joueur | Droite -10€ -10€ 20€

Si ’équiprobabilité régne sur le jeu, 'espérance de gain du joueur est :
1 1 1
—20--10-=10=0
3 3 3
Mais le bonneteur est suffisamment habile dans la manipulation des cartes pour faire croire au joueur

qu’il a pu repérer la position de la Dame de Ceeur. Dés lors si, par exemple, la probabilité qu’il fasse

le bon choix tombe & 1 chance sur 4, son espérance de gain devient :

Loo-310=-19-5
47 4 4

En résumé, si le jeu est honnéte, ce qui est ’exception, I'espérance de gain du joueur est nulle, sinon

négative. Et pourtant, beaucoup tentent leur chance...
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Exemple 2 : enchére sous pli fermé

Chacun des joueurs propose un prix pour un objet offert a la vente dans 'ignorance des propositions
concurrentes. Le mieux offrant remporte I’'objet au prix de son offre. Dans la variante de Vickney, il
ne verse que le montant de la deuxiéme meilleure offre.

Dans cette variante, une analyse simple peut éclairer un enchérisseur, disons le 1, sur la stratégie a
adopter. En notant v la valeur a laquelle il estime le bien offert, b l'offre de ce joueur, b, 'offre du

joueur i #1, et x=maxb, (le prix qu'il paiera s’il remporte ’enchére), le gain! du joueur 1 est :
i#1

Osib<x
Gi(x)= :
v —x sinon
Il a le choix entre 3 stratégies :
1. Proposer : b <v
2. Proposer: b=v

3. Proposer : b* >v

Gain du joueur

x=max des offres des autres joueurs

En tracant le graphe de la fonction gain G, selon les trois stratégies possibles, on observe que la
stratégie « sincére » b=v donne toujours un gain supérieur ou égal aux autres (parfois méme

strictement supérieur).

1 On ne se préoccupera ici pas d’égalités entre offres.
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Ezxzemple 3 :

le dilemme du prisonnier

Jacques Cellier

Avouer ou pas ¢

Exemple incontournable figurant dans tout exposé sur la théorie des jeux. Deux prisonniers

soupgonnés d’un larcin sont interrogés séparément. Ils peuvent avouer ou nier, mais chacun ignore le

choix de I'autre. Une? régle du « jeu » est :

v Si les deux avouent, ils écoperont chacun de 5 mois de prison.

v Si les deux nient, fautes de preuves solides, ils sortiront au bout d’un mois.

v' Si I'un avoue et l'autre nie, 'auteur de I'aveu est libéré tandis que le dénégateur se voit

condamner & 10 mois (variante ’auteur de I’aveu écope de 2 mois).

S’ils pouvaient se consulter, nier tous les deux serait la meilleure option. Mais ils ne le peuvent d’oti

le dilemme. Les tableaux suivants résument les régles du jeu :

Variante 1
Stratégie
v' Au nord-ouest des cases, d
. U
le gain de 1 . ior 2
v' Au sud-est des cases le prisonnier
gain de 2 Avouer Nier
.. -5 0
Stratégie Avouer
-5 -10
du
. . . -10 -1
prisonnier 1 Nier 0 1

Variante 2
Stratégie
v' Au nord-ouest des cases, d
. U
le gain de 1 . ior 2
v' Au sud-est des cases le prisonnier
gain de 2 Avouer Nier
.. -5 2
Stratégie Avouer
-5 -10
du
. . . -10 -1
prisonnier 1 Nier ) 1

2 71 existe de nombreuses variantes du baréme d’attribution des peines.
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Présentation formelle

Ce sont trois exemples de jeux sous forme stratégique. Ces derniers voient s’affronter des joueurs (2
ou plus) ayant chacun le choix entre différentes options que ’on nomme « stratégies ». Chacun des
joueurs ignore quelles vont étre les stratégies choisies par les autres, mais, pour tous les choix

possibles, il connait l’issue du jeu laquelle s’exprime en gain ou perte pour chaque joueur.

Formellement :
1.Définition
Un jeu T sous forme stratégique est la donnée :
v' Un ensemble 1---N,N =2 de joueurs.
v' Pour chaque joueur j d’un ensemble de stratégies S’ . Si chaque ensemble S’ est

finie, le jeu sera qualifié de fini.

, j
v’ Pour chaque joueur j d’une application : §'x---x8§7 x...xSN [ % G R.
On notera FZ(N,(Sj), ,(G"). )

Vocabulaire, notations, interprétation

La convention adoptée dans tout ce document est de placer les indices se référant aux joueurs en

position haute.

Dans la suite nous supposerons au départ? les jeux finis.

Un élément S=(s1,---,sj,---sN)DSl><---><SjX---XSN est appelé un profil de stratégies. Il décrit un

choix pour chaque joueur.

G’ (S) =Gj(s1,---,sj,---sN) représente le gain de chaque joueur en cas d’adoption du profil
S =(s1,-~~,sj,-~~sN) . Ce gain peut étre positif, nul ou négatif.

Dans le cas de 2 joueurs disposant d’ensembles de stratégies finis ' :{sll,n-,sil,---s,ll} et

2_[ 2 2 2 . " , . . R .
S —{s1 ;s S j,---sp} , le jeu peut étre résumé par le tableau suivant qui généralise celui du bonneteau

ou celui des prisonniers :

Stratégies du joueur 2

2 2 2
M Sj Sp
1
Sy
Stratéei {1 2
ratégies G (s;, 8
; «
. du s ETRRE
Joueur 1 8; >S5
1
s,

3 Mais, on découvrira par la suite que ce que I'on appellera I'extension mixte d’'un jeu fini n’est pas un

jeu fini...
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que l'on peut assimiler a un couple de matrices A, BUM, , (R) représentant les gains de chaque

joueur pour chacun des nx p profils de stratégies possibles :
a; ; =G1(s,-1,s2) et b, :Gz(s,-l,sz)

J J

Dans ce cas, on parle de jeu bi-matriciel.

Pour un joueur j et un profil SZ(SI,---,sj,---sN), on désignera par S’ =(s1,-~~,,\}<,~-sN) le profil
constitué par les joueurs autres que j. Et si ¢/ [0S/, on désignera par (tj,S_j):(sl,-~~,tj,-~~sN) le

profil obtenu & partir de § en remplacant s/ par /.
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Quelques pistes pour choisir une stratégie

Les notions suivantes postulent un comportement rationnel de chaque joueur : chacun cherche a
optimiser son gain tout en minimisant les risques de perte. Mais si chacun est maitre de sa stratégie,
il ignore celle des autres, il peut cependant considérer que leurs choix sont guidés par la méme

rationalité.

Dominance
2.Définition
Pour un joueur j, on dit que :

La stratégie s’ 1S’ domine fortement/ la stratégie t' O0S’ si et seulement si quelque soit les

choix des autres joueurs, la stratégie s; rapporte plus au joueur j que la stratégie t; :

05~/ 0 ﬁ el (sf',s‘f') >Gi (tf,s‘f')
=1
i%j

La stratégie s’ 0SS’ domine faiblement la stratégie t' 0S’ si et seulement si quelque soit les

choir des autres joueurs, la stratégie s; rapporte au moins autant au joueur j que la
stratégie t; et qu’il existe un cas au moins ot elle rapporte plus :
Os7 O[] :67 (57,57 ) 267 (¢,57)
g
057 O[] 8:67(s7,57)>G (¢/,577)
5
Pour le joueur j, une stratégie s’ 08’ est dite fortement (resp ; faiblement) dominante si
elle domine fortement (resp ; faiblement) toutes les autres stratégies 0S8/ .
Pour le joueur j, une stratégie s’ 0S’ est dite fortement (resp ; faiblement) dominée si il
existe une stratégie t' 08’ qui la domine fortement (resp ; faiblement).
Dans le cas de joueurs ou les gains sont exprimés par deux matrices A, BUM, (R), ces notions se

rameénent & des comparaisons entre lignes (ou colonnes) :

Pour le joueur 1 et deux stratégies i et i' Pour le joueur 2 et deux stratégies j et j'
v' i domine fortement i' < A;, > A, v'j domine fortement j' < B, ;>B. ;
v' i domine faiblement i' = A;, >A;, v j domine faiblement j' < B, j>B. ;
Remarque :

Une stratégie (fortement ou faiblement) dominante est nécessairement unique. Si un joueur en
posséde une, c’est évidemment celle la qu’il doit choisir... Dans ’exemple du dilemme du prisonnier,

premiére variante, la stratégie « Avouer » domine fortement, pour les deux joueurs, la stratégie

4 QOu encore « strictement ».
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« Nier ». Mais cette situation ou le jeu est ainsi résolu est rare... La deuxiéme variante du dilemme
du prisonnier ne présente d’ailleurs pas de stratégies dominantes.
En dehors de ce cas, on peut considérer qu’un joueur rationnel écartera de ses choix une stratégie

fortement dominée par une autre. Ce qui méne au processus suivant :

Elimination itérative des stratégies fortement dominées

Exemple /4 :
Soit le jeu représenté ci-dessous :
1 2 3
; 3 6 3
7 9 10
] 3 7
2 5 6 7
3 5 2
I 7 8 10
Pour le joueur 2, la stratégie I (colonne) est fortement dominée par 2.
2 3
6 3
. 9 10
3 7
< 6 7
5 2
< 8 10
Pour le joueur 1, la stratégie 3 (ligne) est fortement dominée par 71 :
2 3
6 3
f 9 10
3 7
E 6 7
Pour le joueur 2, la stratégie 2 est fortement dominée par 3 :
3
3
: 10
7
. 7

Pour le joueur 1, la stratégie I (ligne) est fortement dominée par 2 :

3

7

On aboutit ainsi & une solution unique qualifiée d’équilibre en stratégies fortement dominantes.

Mais le processus n’aboutit pas toujours & une solution unique. Ainsi, en modifiant légérement les

matrices de gain du jeu (inversion du 10 et 9 sur la premiére ligne :
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Ezxemple 5 :
1 2 3

] 3 6 3
7 10 9

1 3 7
2 5 6 7

3 5 2
3 7 8 10

2 3
6 3
! 10 9
3 7
E 6 7
5 2
2 8 10
Pour le joueur 1, la stratégie 3 (ligne) est fortement dominée par 7 :
2 3
6 3
. 10 9
3 7
2 6 7

Mais a partir de 1a, aucune ligne (resp. colonne) n’est fortement dominée.

Remarque :

Dans ce processus itératif ’ordre des éliminations successives est sans incidence sur le résultat final.
Si & une étape, le choix entre 2 stratégies fortement dominées, se présente. Alors, celle non retenue

restera, méme privée d’un de ces termes, fortement dominée et donc vouée a élimination ultérieure.
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Elimination itérative des stratégies faiblement dominées

Peut-on appliquer ce processus d’élimination itérée pour des stratégies faiblement dominées 7 Oui

mais...
Ezxemple 6 :
1 2 3
] 3 6 4
7 9 9
1 3 3
2 5 5 7
3 5 3
J 7 7 6
La ligne 2 est fortement dominée par la 1 : La colonne 1 est faiblement dominée par la 2 :
1 2 3 2 3
3 6 3 6 4
! 7 9 9 ! 9 9
3 5 3 3 3
J 7 7 6 2 5 7
La colonne 1 est faiblement dominée par la 2 : 3 5 3
> 3 7 6
6 3 La ligne 3 est fortement dominée par la 1 :
! 9 9 2 3
5 3 6 4
J 7 6 ! 9 9
La colonne 3 est faiblement dominée par la 2 : ) 3 3
2 5 7
6 La colonne 2 est faiblement dominée par la 3 :
! 9 3
5 4
3 7 1 9
La ligne 3 est fortement dominée par la 1 : 2 3
7
2
6 La ligne 2 est faiblement dominée par la 1 :
1
9 3
4
! 9

A Dencontre du cas précédent, Pordre des éliminations conduit a 2 solutions différentes.

Equilibre de Nash

Un équilibre de Nash est un profil de type consensuel. C’est en quelque sorte la solution qu’un
observateur extérieur bienveillant conseillerait a chaque joueur en lui disant : vous pouvez, peut étre,

réver mieux, mais si vos concurrents suivent mon conseil, vous avez tout intérét a en faire autant.
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3.Définition
Soit un joueur j et S/ :(sl,-~~,><,~-sN)DSl><-~~><><><~-><SN. Alors la stratégie s’ 087 est

qualifiée de meilleure réponse a S~/ si et seulement si :

00 087G/ (57,87 )26/ (¢,577)

Ou, ce qui est équivalent :
G’ (sj,S_j) = max G’ (tj,S_j) .
t/0S7

On notera MR(S_j):argmaij (tj,S_j) I’ensemble des meilleures réponses du joueur j au
U\

profil S™ des autres joueurs.

Remarques :

v MR(S‘j ) n’est jamais vide et n’est pas nécessairement un singleton.
v' Autrement dit, si les joueurs autres que j optent pour le profil S_j, le joueur j a intérét a
opter pour une stratégie DMR(S_j )
Dans le dilemme du prisonnier si le prisonnier 2 choisit de nier, la meilleure réponse du prisonnier 1
est :
v Avouer dans la premiére variante (gain de 0 contre -1).
v Nier dans la deuxiéme variante (gain de -1 contre -2).
Mais, en I’état, cette notion ne guide guére le choix des joueurs puisque, rappelons le, ils ne sont pas
censés connaitre le choix des autres.
4.Définition
Un profil S :(sl,-~~,sj,-~~sN)DS1 X x 8§ x...x SN est un équilibre de Nash si et seulement si :
0j01---N, s/ est une meilleure réponse & S~/

0

001N, :G/ (5)=tIJnDanij(zf,S‘f)

Autrement dit, dans un équilibre de Nash, la stratégie de chaque joueur est une meilleure réponse aux
stratégies des autres. Aucun joueur ne peut espérer voir son gain s’améliorer en s’écartant de celle

préconisée par un équilibre de Nash, si toutefois les autres agissent de méme...

Dans le cas de 2 joueurs, un équilibre de Nash § =(s1,s2)DSl><S ? se caractérise plus simplement
par :
DtlﬂSl:Gl(sl,sz)ZGl(tl,sz)
0087 (+.7) 26 (+.2)

Dans une représentation du jeu par deux matrices A, BUM, , (R), (i, j) est un équilibre de Nash si

et seulement si :
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Procédure Maple de détection des équilibres de Nash pour un jeu fini de 2

JOUEUTs

nash:=proc (A,B::matrix)
local i,3j,k,n,p::integer, ACMAX, BLMAX, EQUI: :sequence;
n:=rowdim (A) ;
p:=coldim(A);
# détermination du max de chaque colonne de A
ACMAX :=NULL;
for j from 1 to p do
ACMAX:=ACMAX,max ( (op (convert (col (A, j),1list))));
od;
# détermination du max de chaque ligne de B
BLMAX :=NULL;
for i from 1 to n do
BLMAX:=BLMAX,max ( (op (convert (row (B, i) ,1list))));
od;
# Détection des équilibres
EQUI :=NULL;
for i from 1 to n do
for j from 1 to p do
if A[i, j]=ACMAX[J] and B[i, j]=BLMAX[i] then
EQUI:=EQUI, [[1, j] , [AlL, j] ,Bl1i, j] 11;£1;
od;
od;
RETURN (EQUI) ;
end:

Exemple d’exécution :

> Ar=matrix([[3,6,3],[1,3,7],[3,5,211);

> B:=matrix([[7,9,10],[5,6,71,[7,8,1011);
7 9 10
B:=|5 6 7
7 8 10

> nash (A, B) ;

[[2,3],[7,71]
L’équilibre est retourné sous la forme d’un couple de couples. Le premier couple indique la stratégie
du joueur 1, puis celle du 2, le second couple les gains correspondant de ces deux joueurs. Si plusieurs

équilibres sont détectés, ils sont présentés séquentiellement.

Concernant ’équilibre de Nash, trois problémes se posent :
1. Existence
Un tel équilibre existe-t-il 7 :

Dans la premiére variante du dilemme du prisonnier, (Avouer, Avouer) est un équilibre de Nash :
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Avouer Nier

-5 0

-5 -10
-10 -1

0 -1

Avouer

Nier

Ou il correspond d’ailleurs aux stratégies fortement dominantes.

Dans l'exemple 4, (2, 3) est un équilibre de Nash :

1 2 3
; 3 6 3
7 9 10
1 3 7
2 5 6 7
3 5 2
J 7 8 10

Ou il correspond au résultat fourni par éliminations itérées

Mais pour le jeu de bonneteau il n’existe pas d’équilibre de Nash.
Unicité
Si un tel équilibre existe, il n’est pas nécessairement unique.

La deuxiéme variante du dilemme du prisonnier, en présente deux (Avouer, Avouer) et (Nier,
Nier) :

Avouer Nier
Avouer E 5 2 10
Nier -10 P 1 1

L’exemple 5 en présente deux (7, 2) et (2, 3) :
1 2 3
/ 3 6 3

7 10 9
2 | 5 ’ 6 ! 7
s 17 5 stk

Ce défaut d’unicité entraine un inconvénient sérieux. Faute d’entente préalable, rien exclut que le
joueur 1 opte pour la stratégie préconisée par un des équilibres de Nash (2) tandis que le joueur 2
opte pour la stratégie préconisée par I’autre équilibre (2). Dans ce cas le profil (2, 2) n’est pas un
équilibre de Nash et les gains (3, 6) sont fortement inférieurs a ceux promis par I'un ou ’autre
des équilibres de Nash.

Vulnérabilité auxr comportements « déviants» de joueurs

L’équilibre de Nash repose sur 'idée que tous les joueurs sont rationnels et savent que les autres
aussi. Chacun a ’assurance que s’écarter de la stratégie de 1’équilibre de Nash ne lui rapportera

rien a condition toutefois que les autres respectent la méme observance.
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Exemple 4 modifié :

1 2 3
] 3 6 3
7 9 10
-5 3 7
2 5 6 7
3 5 2
J 7 8 10

L’équilibre de Nash préconise au joueur 1 le choix de la stratégie 2. Mais ce choix est & haut
risque si son concurrent s’écarte de Nash pour jouer la stratégie /. Le gain du joueur 2 passe
alors de 7 a 5, tandis que le gain du joueur 1 s’effondre a -5. Mais un joueur peut étre plus
acharné a enfoncer un concurrent que motivé par son propre gain. Peut-on qualifier un tel
comportement d’irrationnel ?

La méthode suivante permet & un joueur de se prémunir de tels risques.

Stratégie prudente : maxmin
5.Définition
Pour un joueur j, on appelle valeur mazxmin du jeu le nombre v’ :
v/ =max min (Gj (sj, S_j))
- osigsy . N
Ris Y
=
La présentation formelle est un peu compliquée, mais 'idée est simple :
v Pour chaque stratégie s’ a sa disposition, le joueur j détermine en fonction des choix des
autres le minimum de gain qu’il peut espérer.
v' Et il opte pour une des stratégies qui maximise ce gain minimum. Il est ainsi siir, quelque

soit le choix des autres, de s’assure au moins la valeur v, .
Dans le cas de joueurs ou les gains sont exprimés par deux matrices A, BUM, , (R) , alors :

v' = max min(Ai.) et v =max min(B. )
~ i=l---n ’ ~ j=l-p o]

Avec l'exemple 4 modifié, la stratégie prudente aurait conduit le joueur 1 & choisir la stratégie I

plutot que la 2 préconisée par Nash :

1 2 3 min
! ’ 7 ° 9 ’ 10 3
5 -5 S 3 ; 4 ; 5
J ’ 7 ’ 8 ’ 10 2
min 5 6 2

Il s’assure ainsi, quelque soit le choix de son concurrent d’un gain au moins égal a v' =3.

Relations entre ces 3 pistes

Elimination itérée des stratégies dominées, équilibre de Nash, maxmin, sont trois approches

différentes :
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1. La premiére repose sur 1’élimination par chaque joueur des stratégies les moins lucratives.

2. La deuxiéme sur un équilibre global et stable.

3. La troisiéme sur la limitation des risques.
Parfois, elles peuvent coincider. Dans la premieére variante du dilemme du prisonnier, (Avouer,
Avouer) est une stratégie fortement dominante, un équilibre de Nash et un une stratégie maxmin pour

chaque joueur :

Avouer Nier
-5 0
Avouer 5 10
. -10 -1
Nier 0 1

6.Proposition
Si un profil S=(s1,---,sj,---sN)DSl><---><Sj x...x SN est lunique profil résultant de
I’élimination itérée de stratégies faiblement dominées, alors c’est un équilibre de Nash.
Si un profil S=(s1,---,sj,---sN)DSl><---><Sj x...x SN est lunique profil résultant de

I’élimination itérée de stratégies fortement dominées, alors c’est 'unique équilibre de Nash.

DEMONSTRATION :

La premiére assertion repose sur le fait que si un profil est un équilibre de Nash pour un jeu réduit
par élimination d’une stratégie dominée (fortement ou faiblement), il I’est aussi pour le jeu initial.
Soit I’ensemble S'x---x§7 x...xSY des profils d’un jeu. Si un joueur, disons le 1 pour simplifier les

écritures, élimine la stratégie d' faiblement dominée, l’ensemble des profils se réduit a
(51 _{dl})x...xgj x...x SN
Si \5'=(sl,---,sj,---sN)D(S1 —{dl})x---XSj x..-xS" est un équilibre de Nash du jeu réduit :

0j02---N,0¢ 087 : G/ (sl,---,sj,---sN)ZGj (sl,---,tj,---sN)

0/ 0s! —{dl} :G! (sl,n-,sj,---sN) >G! (t1,~--,sj,-~~sN)
Mais, comme d' éliminé, par le joueur 1 est faiblement dominé :
Gl(sl’...,sj’...sN)Zgl(dl’...,sj’...sN)

Et finalement :

0j0o1---N, 0 0S8/ :Gj(sl,---,sj,---sN)ZGj(sl,---,tj,---sN)
Ce qui montre que le profil §= (s1,~--,sj yoest ) est un équilibre de Nash du jeu initial.
Lorsque les éliminations itérées aboutissent & un unique profil, celui-ci est de facto un équilibre de
Nash. En remontant pas & pas a la source, on en conclut qu’il est un équilibre de Nash du jeu initial.
La deuxiéme assertion repose sur le fait qu’une stratégie appartenant & un équilibre de Nash ne peut
étre fortement dominée.
En effet si § :(sl,---,sj,---sN) est un équilibre de Nash, :

O 0S8 :Gl(51,...,s1,...sN)Zgl(tl,...,sj,...szv)
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Donc il n’existe pas de stratégie ' dominant fortement s, , c'est-a-dire telle que :
Gl(sl’...,sj’...sN)<G1(;1,...’SJ',...SN)

Lorsque les éliminations itérées des stratégies strictement dominées aboutissent & un unique profil, on

sait qu’il s’agit d’un équilibre de Nash. S’il en existait un autre il aurait été éliminé comme fortement

dominé, ce qui est impossible.

Retour sur ’exemple 6 :

Dans cet exemple, oli étaient éliminées des stratégies faiblement dominées,
la 1° itération aboutissait & : la 2° itération aboutissait & :

2 3

! 9 ! 9

qui sont deux équilibres de Nash. Cet exemple, montre qu’a ’encontre du cas « fortement » une

stratégie appartenant & un équilibre de Nash peut étre faiblement dominée et éliminée.
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Jeux de 2 joueurs a somme nulle

Les jeux a4 somme nulle sont un cas particulier des jeux sous forme stratégique ol tout gain pour un

joueur est perte pour le (ou les) autres. Ils sont donc antagonistes.
7.Définition
Un jeu F=(N,(Sj)_ ,(Gj)_ ) est dit a somme nulle st et seulement si pour tout

profil SOS; x---x§; x---x§ -

2.G'(5)=0
J=1
Dans cette section, nous nous limiterons & 2 joueurs, cas ou les gains sont exprimables sous la forme

de 2 matrices A,BUM, , (R) Mais si le jeu est a somme nulle B=-A. La convention est alors de

représenter le jeu par la matrice A représentant les gains du joueur 1 :

G G

o al,p
A=la, - a; - a, Dﬁlfln,p (R) Ou encore :
an,l oo an,j coe an,p
Stratégies du joueur 2
1
Stratégies
du i ai,j
Joueur 1
n
Exemples

Exemple 7 : Pierre, Ciseaux, Feuille

X N

/. Ciseaux Ty
| coupent la feuille Fel'""e F
enveloppe la pierre

\
.’-

Pierre © ™

brise les ciseaux — =
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Les 2 joueurs disposent du méme ensemble de stratégie : {l(Pierre), 2 (Ciseaux), 3 (Feuille)}. La
matrice (antisymétrique) du jeu est :
0 1 -1
A=|-1 0 1
1 -1 0
Comme le dilemme du prisonnier, il fait parti des exemples « incontournables » Seulement, il n’y a
pas grand-chose & en dire: pas de stratégie dominée, pas d’équilibre de Nash. Il en existe de
nombreuses extensions sous des appellations variées comme : « Pierre, Ciseaux, Feuille, Lézard,
Spock ». Remarquons que ’équilibre entre victoire et défaite du jeu initial ne peut étre obtenu

qu’avec un nombre de stratégie impair.

Ezxzemple § : piéces dans des boites
v 3 boites : Rouge, Bleu, Vert
v Le joueur 2 place deux pieces de 1€ dans les boites. Son ensemble de stratégies est :
{1 (RR), 2 (BB), 3 (VV), 4 (RB), 5(RV), 6 (BV)}
v" Le joueur 1 ouvre une boite et s’empare des éventuelles pieces qu’il trouve. Son ensemble de

stratégies est :

{1®).2®),3W}
La matrice du jeu est :
RR BB VV RB RV BV
R(2 0 01 1 0
A= |0 2 0 1 0 1
vio 0 2 01 1
Dans cette version du jeu, le joueur 2 n’a rien & gagner. Pour le motiver, on peut imaginer le

dispositif suivant : si 1 ouvre une boite vide il doit lui verser 2€. La matrice est alors ;
RR BB vV RB RV BV

R{(2 -2 2 1 1 2

vi-2 =2 2 -2 1 1
Dans ce jeu, c’est le joueur 2 qui a l'initiative et dispose d’un vrai choix stratégique :
1. Place les 2 piéces dans une boite (peut importe laquelle).
2. Répartir les 2 pieces dans 2 boites différentes (peut importe lesquelles).
Un calcul simple montre que :
1. Le premier choix lui assure un gain de 2€ avec une probabilité de 2/3 et une perte de 2€ avec
une probabilité de 1/3. Ssoit une espérance de gain de 2/3€.
2. Le deuxi¢me choix lui assure un gain de 2€ avec une probabilité de 1/3 et une perte de 1€
avec une probabilité de 1/3. Soit une espérance de gain de 0€.

A DP’encontre du proverbe, il a intérét a mettre tous ses ceufs dans le méme panier.
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Exemple 9 : Colonel Blotto Game

Il s’agit d’un modeéle classique en théorie des jeux proposé par E. Borel en 1921, repris par J.W.
Tukey JW (1949) et nombre d’autres auteurs. Nous le présentons ici en costume militaire, mais ce
modele s’applique aussi & des problémes économiques comme la répartition d’investissements entre

différents secteurs dans un contexte concurrentiel.

Colonel

LOTSO

Le colonel Blotto dispose de 4 régiments qu’il peut répartir sur 2 fronts F' et G ce qui lui offre le choix
entre 5 stratégies :

S, ={(4,0), 3.1, (2,2), (1,3), (0,4)}
Son adversaire le colonel Lotso ne dispose que de 3 régiments et son choix est limité & 4 stratégies :

S, ={(3,0), (2,1, (1,2), (0,3)}

Remarque : la stratégie (i, j) consiste & placer i régiments en F et j en G.
Les régles du combat sont les suivantes :
Si un des camps a une majorité stricte de régiments sur un front, il gagne le front (1 point) et capture
les régiments adverses (1 point par régiment capturé).
En cas d’égalité des forces en présence aucun point n’est attribué.
Ezxemple : Si la stratégie du colonel Blotto est (2,2) et celle du colonel Lotso est (2,1). Sur le front F,
il y a statuquo. Mais, en supériorité sur le front G, le colonel Blotto gagne le front et capture le

régiment du colonel Lotso. Le colonel Blotto est crédité de 2 points.

4 2 1 0
1 3 0 -1
La matrice du jeuest :A=| -2 2 2 =2
-1 0 3 1
012 4
Stratégies du col Lotso
3,00 | 2,1) | (1,2) | (0,3)
(4,0) 4 2 1 0
Stratégies G.D ! 3 0 1
du (2,2) -2 2 2 2
col Blotto (1.3) 1 0 3 1
(0,4) 0 1 2 4
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Plus généralement, une répartition de r régiments sur f fronts peut s’identifier & un mot sur ’alphabet
{R, /} contenant r « R» et f —1 barres de séparation « / ». Par exemple avec r=7 et f =5, le mot
« /RR// RRRR/R » correspond a (O, 2,0,4, 1) . Le nombre de stratégies est donc :
Crf-'-_fl—l =Cara

Ezxzemple 10 : Pair, Impair
Les 2 joueurs choisissent un entier entre 1 et 3. On additionne ces deux nombres :

v’ Si le résultat est pair, il constitue le gain du joueur 1

v’ Si le résultat est impair, il constitue le gain du joueur 2

L’ensemble de stratégie est, pour les deux joueurs : {1, 2, 3} et la matrice du jeu est :

2 3 4
A=|-3 4 -5
4 -5 6

Ce jeu peut se généraliser en étendant ’ensemble des stratégies a {1, 2, n} .

Exemple 11 : Jeu de mots’

Deux joueurs, Alice et Bob, choisissent un mot de 3 lettres sur ’alphabet {P, F}. Pour chacunle]
I'ensemble des stratégies est : { FFF, FFP, FPF, PFF, FPP, PFP, PPF, PPP}. Ensuite, ils jouent a
Pile ou Face ave une piéce supposée équilibrée et des probabilités égales. Les résultats successifs
forment une suite de lettres et le premier qui voit apparaitre son mot dans la suite a gagné la partie.
Or il se trouve que, ’a 'encontre d’une croyance commune, tous les mots ne sont pas « égaux ». Plus
précisétment si A est le mot choisi par Alice et B le mot choisi par Bob, la probabilité que A
apparaisse avant B n’est pas en général égal a la probabilité que B apparaisse avant A.. Ces
probabilités peuvent étre calculées par la formule de ConwayS. Par exemple si A=FFF et B=PFF ,
la probabilité que A apparaisse avant B n’est égale qu’a 1/8.. La raison est que si Alice n’obtient pas
le mot FFF lors des 3 premiers jets, ce qui se produit avec une probabilité¢ de 1/8 ; elle n’a plus

aucune chance de l'obtenir par la suite avant que Bob obtienne PFF.

DEMONSTRATION :

Remarque : si la derniére lettre tirée est un P, alors Alice n’a aucun espoir de gagner avant Bob. En
effet il faudrait pour cela que 3 F soient tirées successivement. Mais les 2 premiers avec le P qui les
précéde donneraient la victoire a Bob.

Au bout de 3 tirages, les mots résultants sont :

FFF FFP FPF FPP PFF PFP PPF PPP
Victoire Ne peut Si la lettre Ne peut Victoire Ne peut Si la lettre Ne peut
d’Alice amener suivante est amener de Bob amener suivante est amener

Alice a la F, victoire Alice a la Alice a la F, victoire Alice a la
victoire de Bob victoire victoire de Bob victoire
sinon voir sinon voir
remarque. remarque.

5 Pour une étude détaillée de ces jeux, on peut consulter le document rédigé par 'auteur du présent

texte : « Jeux de mots » téléchargeable.

6

Voir le document précité.

avril 2021




Jacques Cellier

On notera Pr[A,B] la probabilité que le mot A apparaisse avant le mot B. Voici le tableau qui donne

les probabilités que le mot choisi par Alice apparaisse avant celui choisi par Bob :

Choix de Bob

FFF FFP FPF PFF FPP PFP PPF PPP

FFF 50,0% 50,0% 40,0% 12,5% 40,0% 41,7% 30,0% 50,0%

o FFP 50,0% 50,0% 66,7% 25,0% 66,7% 62,5% 50,0% 70,0%
= FPF 60,0% 33.3% 50,0% 50,0% 50,0% 50,0% 37,5% 58,3%
?: PFF 87,5% 75,0% 50,0% 50,0% 50,0% 50,0% 33,3% 60,0%
_~§ FPP 60,0% 33,3% 50,0% 50,0% 50,0% 50,0% 75,0% 87,5%
Lé) PFP 58,3% 37,5% 50,0% 50,0% 50,0% 50,0% 33,3% 60,0%
PPF 70,0% 50,0% 62,5% 66,7% 25,0% 66,7% 50,0% 50,0%

PP 50,0% 30,0% 41,7% 40,0% 12,5% 40,0% 50,0% 50,0%

Remarquons que la régle usuelle de non communication des joueurs est ici essentielle pour I'équité du
jeu. Car si Bob connaissait le mot d’Alice, il pourrait, comme le montre le tableau ci-dessus, choisir
un mot lui donnant Davantage. On peut effectivement montrer’ que si Alice choisit : un mot
Fsia,=P

Psia, =

A=aa,a, a D{P,F } , alors Bob, en choisissant le mot B =ba,a, avec b ={ se trouve dans

une situation avantageuse ou :

Pr[B,A] > Pr[A,B|
Comme Alice et Bob sont des joueurs compulsifs, ils vont disputer un grand nombre de parties. Le
gain de chacun sera basé sur le nombre de parties gagnées ou perdues. En admettant que la loi des
grands nombres puisse s’appliquer, la définition des gains sera fondée alors sur les probabilités. En

voici deux versions.

Premiere définition de la matrice du jeu :
L’idée est que celui ou celle qui gagne le plus de parties se voit attribuer 1 point. Plus précisément :
~1si Pr[A,B] <Pr[B,A]
G(A,B)={ 0si Pr[A,B]=Pr[B,A]
1si Pr[A,B]>Pr[B,A]

Ce qui méne & une matrice :

Choix de Bobe
FFF | FFP | FPF | PFF | FPP | PFP | PPF | PPP
FFF 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 0
N FFP 0 0 1 -1 1 1 0 1
= FPF 1 -1 0 0 0 0 -1 1
= PFF 1 1 0 0 0 0 -1 1
S [rer | 1 | 0 o o] oo 1 1
§ PFP 1 -1 0 0 0 0 -1 1
PPF 1 0 1 1 -1 1 0 0
PPP 0 -1 -1 -1 -1 -1 0 0

7 Ce résultat ce généralise pour des mots plus longs sur des alphabets plus fournis.
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Deuxiéme définition de la matrice du jeu :
Dans cette deuxiéme version, on prend en compte le nombre de parties gagnées et le nombre de
parties perdues. On considére que le gain pour un choix (A, B) est proportionnel & la différence des
probabilités :

Pr[A, B] -Pr[B, A| =Pr[ A, B] - (1-Pt[ A, B]) =2Pr[A, B] -1.

Ce qui, avec un coefficient de proportionnalité de 1000, améne & la matrice suivante :

Choix de Bob

FFF FFP FPF PFF FPP PFP PPF PPP | min

g 0 0 -200 -750 -200 -167 -400 0 -750

© [B182 0 0 333 -500 333 250 0 400 -500
§ [ 200 -333 0 0 0 0 -250 167 -333
g R 750 500 0 0 0 0 -333 200 -333
= Frp 200 -333 0 0 0 0 500 750 -333
% PFP 167 -250 0 0 0 0 -333 200 -333
PPF 400 0 250 333 0 0 -500

PPP 0 -400 -167 -200 -750 333 -500 0 -750

Remarques :

1. Ces deux matrices sont antisymétriques.
2. Pour Alice, comme pour Bob, FFF et PPP sont des stratégies faiblement dominées.
3. Pour la deuxiéme matrice, la stratégie prudente conduira Alice vers un des mots FPF, PFF,
FPP, PFP.
Cette derniére remarque, nous méne a aborder la question du maxmin aux jeux de joueurs & somme

nulle :

Jeu & somme nulle et stratégies prudentes

v Pour le joueur 1, la stratégie prudente le conduit a opter pour une stratégie i telle que

min(A,- ) soit maximum. Il s’assure ainsi d’un gain au moins égal & v=max min(Ai ) .
o ,

i=l
v' Pour le joueur 2, la méme prudence le conduit & opter pour une stratégie j telle que

min(B. j) soit maximum. Sachant que B=-A et que le passage aux opposés inverse min et
max, on a :

max min(B. j) =—min max(A. j)
j=l--p > j=l--p >

Ce qui nous ameéne & la définition suivante :
8.Définition

On appelle valeur mazxmin du jeu le nombre : v=max min(Ai’.) .

i=l---n

On appelle valeur minmazx du jeu le nombre : v = n}in max(A.’j).
i=lp

En résumé, en jouant prudent :
v le joueur 1 s’assure un gain au moins égal a v,

v" le joueur 2 s’assure un gain au moins égal & —v .
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Exemple 9 : Colonel Blotto Game

Stratégies du col Lots

Jacques Cellier

3,0 | 2,1) | (1,2) | (0,3) | min

(4,0) 4 2 1

Stratégies G.D 1

du (2,2) -2

0.,4) 0

3 0
2 2
col Blotto (1,3) 1 0 3
1 2
3 3

max 4

o

0 0

1 -1

2 -2
-1

4 0

4

v" v=0. En choisissant les options (4,0) ou (0,4), autrement dit en concentrant toutes ses

troupes sur un seul front, le colonel Blotto s’assure d’un gain au moins égal a 0.

v v =3. En choisissant les options (2,1) ou (1,2) le colonel L

égal & -3, autrement dit que ses pertes n’excéderons pas 3.

9. Proposition

On a : v=max rnm(A,)S min max(A.,j)=V.

i=l--n

DEMONSTRATION :
Soit (ip j1)D51 xS, tel que : v=a; ;
Soit (iz’ jz)DSI xS, tel que : V:aiz,jz

Sur la ligne i, , a j, est un minimum et en particulier : @G ji < 4G j,
Sur la colonne j,, a; ; est un maximum et en particulier a, : <a
20 i )y i )

Lorsque on a I’¢galité v=v , on dit que le terme q;, tel que @, =v

le plus petit de sa ligne et le plus grand de sa colonne.

Exemple :
La matrice :
1 -1 0 O
2 1 3 4
A=
0O 0 1 2 A
1 2 21

a pour point-selle a,,

23

otso s’assure d’un gain au moins

i Jp

=V est un point-selle. Il est alors
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10.Proposition
Pour un jeu de 2 joueurs a somme nulle, de matrice A :
(i, j) équilibre de Nash < a; ; point selle
Dans ce cas le nombre v=v est appelé la valeur du jeu.

DEMONSTRATION :

ai’j—max(A.’j) al-,j—max(A.,j)

b; ; =max(Bi’.) - a; =min(A,".)

(i, j) équilibre de Nash <

Jacques Cellier

Si un jeu & somme nulle posséde une valeur v=v=v, alors pour un choix correspondant de

stratégies :
v' Le joueur 1 est assuré d’un gain au moins égal a v.

v Le joueur 1 est assuré que sa perte n’excédera pas v.

Pour les jeux de 2 joueurs a somme nulle, les équilibres de Nash sont plutot rares. Un équilibre de

Nash repose sur un consensus relatif entre joueurs. Mais dans les jeux & somme nulle leurs intéréts

sont antagonistes... Pour que cette notion soit véritablement opérationnelle pour ce type de jeux, il

va falloir étendre le concept de stratégie.

24
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Jeux en stratégie mixte

Extension mixte d’un jeu fini de NV joueurs

Dans le jeu « Pierre, Ciseaux, Feuille », un joueur gardant toujours la méme stratégie, comme un
maniaque du ciseau, sera vite identifié comme tel et condamné a la défaite. La seule démarche
raisonnable est de jouer de maniére imprévisible. Comme, par exemple, de jouer chacune des
stratégies avec une probabilité de 1/3, ce qui constitue une stratégie que I'on qualifie de « mixte ».

Les jeux en stratégie mixte constituent une extension des jeux précédemment présentés, lesquels sont

qualifiés dés lors de jeux en stratégie pure. Cette nouvelle approche se fonde sur 1'idée que les joueurs

vont choisir leur stratégie de maniére aléatoire aprés avoir attribué a chaque stratégie une probabilité.

Soit un jeu I =(N,(Sj)_ X N,(Gj)_ X N). Un joueur générique j dont l’ensemble de stratégie est
]:... ]:...

S/ ={slj yooe,s) ,s;} choisit donc un vecteur (distribution) de probabilité :
J

1

P/ = (pj (S))smsf D]Rlsjl, ou p’ (s) est la probabilité que le joueur j opte pour la stratégie s .

On a bien sar : OjO1---N,0s0S87:0< p/(s) et OjO1---N: z pj(s)=1.
5087

Un tel vecteur de probabilité est appelé une stratégie mixte pour le joueur j. L’ensemble des stratégies
mixtes du joueur j sera noté A(Sj) :

a(s’) ={PDR'Sj| /0<P et U} P =1}
Les stratégies pures sont identifiées aux stratégies mixtes dont tous les termes sont nuls sauf un égal
al.
Par extension, on appellera profil en stratégies mixtes un N-uplet :

§:(P1’...’Pj’...’PN)DA(SI)x...xA(Sj)x...xA(SN)

Il reste & définir, pour chaque joueur j, une fonction de gain A(Sl)X-~~XA(Sj)X-~~XA(SN) O 81[-1» R.
Le choix du joueur j étant aléatoire, son gain est alors une variable aléatoire. Ce qui va compter pour
ce joueur, c’est I'espérance de cette variable.

Considérons que chacun des joueurs opte pour un vecteur de probabilité P/,

Un profil pur § =(s1,-~~,sj,-~~sN)DS1 x...x 8§/ x...x§V apporte au joueur j un gain G’ (S) Les
joueurs ne communiquant pas, il est légitime de considérer que leurs choix sont indépendants. De ce
fait ce profil apparait avec une probabilité :

Pr[S] = IJjPr[j choisit sj] = ﬁ p’ (sj).

Jj=

—

D’out ’espérance de gain du joueur j :

N
HOLICED IO I
SO % xS x..x§N S=(sl,~~-,sj,'--sN) =l
08 x. .. xS/ x...xsN

On a ainsi défini, pour chaque joueur j une fonction de gain en stratégie mixte :
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A(sl)x..-xA(sf)x-.~xA(sN)DEJE.LR

I ... pi.. pN j = il¢/
e Ity 11
S=(sl ,-~-,sj,---sN) J=1
08! % x§ 7 x..x gV

p’ (s’) est une coordonnée du vecteur de probabilitée P’. G’ est donc la restriction d’une forme

e s e n n N . . . .
multilinéaire sur R™' x---xR"™" ou n =|Si| et est donc continue puisque nous sommes en dimension
finie.

11.Définition

Soit un jeu fini T =(N,(Sj)_ 1 N,(Gj)_ 1 Nj, son_extension mizte est le jeu :
]: e ]: e

r=(mlals'),, (@),

J

REMARQUE :

Si 'on ne joue qu’une fois, le choix unique de stratégie opéré par chacun des joueurs est du domaine
du certain et ne reléve pas des probabilités. Cette nouvelle approche est un changement de paradigme
et ne fait sens que pour un jeu répété un grand nombre de fois ot les joueurs vont étre motivés par le
gain qu’ils peuvent attendre en moyenne.

Il reste a transposer dans ce nouveau contexte la notion d’équilibre de Nash :
Equilibre de Nash en stratégies miztes
Commencons par préciser la notion de meilleure réponse aux stratégies mixtes :
12.Proposition
Pour un joueur j, et un profil en stratégies miztes S~/ DA(S )X~-><E§S<IX-~XA(SN),

Uensemble des meilleures réponses du joueurj a S~/ : MR(E_j) =argmax5j(Pj,§_j) est un
PI0A(s7)

convexe compact non vide de A(Sj).
DEMONSTRATION :
A(s’)OD-R

0/ G (Qf', g-j)

image est wun intervalle fermé borné de R et il existe P’ DA(Sj ) tel que

Pour S~/ fixé, 'application est continue. Comme A(Sj ) est compact®, son

& (p,57) =Q,-I§§‘(’§f)éj(Qj’§_j) =M . Donc MR(E-J‘):irj%f(l;;;éj(p/j-f);t 0.

Ensuite, MR(§ _j) image réciproque de {M} par cette application continue est fermée et bornée
puisque incluse dans A(S i ) compact.

Enfin, soit B/, P/ DMR(E_j) et a, 820 avec @+ =1. On a alors, par multilinéarité de G’

8 Rappelons que dans un espace euclidien, fermé borné équivaut a compact (théoréme de Borel-

Lebesgue).
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G’ (ap’ + P}, S )=aG' (B, 577)+BG' (P57 )=aM + pM =M = aP/ + BP OMR(S /)
Et MR(57/) est convexe.
13.Définition
Un équilibre de Nash pour Ueztension mixte T =(N, (A(Sj))jzlmN , (éj)jq...zv] est un profil de

stratégies mixtes : 5=(P1,---,Pj,---,PN)DA(SI)X---XA(Sj)X---XA(SN) tel que :
Oj01---N: P’ est une meilleure réponse ¢ S’
ce qui équivaut a :

0jd1---N :Ej(Pj,f_j)= max 5j(Qj,§_j)

oy
ou encore G :

0jo1---N ;éj(pl,...’pi’...,pN): max éi(pl’...,Qj,...,pN)

QjDA(Sj)
Sous une expression un peu plus compliquée, on retrouve la méme idée : aucun joueur n’a avantage a

s’écarter de cet équilibre si les autres en font autant.

Jeux de 2 joueurs
Dans ce cas, les choses et les notations se simplifient. En supposant que |Sl| =n et |Sz| = p, on notera
A" pour A(Sl) et A? pour A(SZ) les ensembles de stratégies mixtes a la disposition des joueurs.

P
v Le joueur 1 choisit une stratégie mixte P=| p, |OA" ou p, désigne la probabilité que le

Dy
joueur 1 opte pour la stratégie i. La stratégie pure i est identifiée a E,, le i de la base

canonique de R".

q
v' Le joueur 2 choisit une stratégie mixte Q=| ¢, |[OA” ou q; désigne la probabilité que le

qp
Joueur 2 opte pour la stratégie j. La stratégie pure j est identifice a E;, le 7™ de la base
canonique de R?.
14.Proposition
Pour un jeu de 2 joueurs les choix des joueurs sont indépendants et dont les matrices de
gain sont A,BOM, , (R), on a pour un profil en stratégies mizstes S =(P,Q)) :
v' L’espérance de gain du joueur 1 est G'(P,Q)=P'AQ.
v’ L’espérance de gain du joueur 2 est G* (P, Q) =P'BQ.
Si, le jeu est a somme nulle, B=-A et G*(P,Q)=-P'AQ
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DEMONSTRATION :
En adaptant a ce cas la définition générale de la fonction de gain 51 :
~1 v 1
G'(P.0)=3 3G (si-5,) P g
i=l j=
Avec la notation matricielle du gain G' (si,s j) =aq; ;. Dou:
_ n
G'(P,0) =22ai,j piq; ce quiest égala P'AQ.
i=l j=1

Méme chose pour la seconde assertion.

Jeux de 2 joueurs a somme nulle, théoréme de Von Neumann

Minmaz en stratégies mixtes pour les jeux de 2 joueurs a somme nulle
15.Proposition
Soit AOM, , (R) la matrice du jeu :

max min P'A Q < min max P'A Q
POA" QUIAY Q0A? PO

DEMONSTRATION :
A", A? sont compacts et application A" xA? - R (P,Q) — P'AQ est continue. Donc il existe :

v POA",Q UA? tels que BFAQ, =max min P'AQ.
POA" QLAY

v PR, OA",Q,0A" tels que [EtAszgéiAnp%%fPtAQ-

L’inégalité B'AQ, < PAQ,, a l'instar de sa version stratégie pure est facile a établir. On a en effet :

PIAQ<PAQ et PPAQ <PAQ,.
Equilibre de Nash en stratégies miztes pour les jeux de 2 joueurs ¢ somme nulle

16.Proposition
Soit un profil (B, Q,)0A"xA” et v=P AQ,, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (P.Q,) estun équilibre de Nash.
2. OQOA:PAQzv et OPOA":P'AQ,<v.

3. maxminP’"AQ=v=min maxP'AQ .

POA" QOA? QUA” POA"
DEMONSTRATION :
1. = 2.
En adaptant la définition 12 au cas de 2 joueurs et somme nulle :
v=PFAQ, =max P'AQ, v=max P'AQ,
POA" POA"

(PO,QO) équilibre de Nash < -

-v=-PAQ, =—max PJAQ v=min P;AQ
orn? ona?

Ce qui équivaut a 2.

3. = 2

On a:

v PJAQ,=max min P'AQ
POA" QUIAY
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v RAQ, = min max P'A Q

Alors :

v 0QUOAP:BAQ=PFAQ,=v puisque pour F, fixé B AQ, est minimal.

v OPOA":P'AQ,<PF/AQ,=v puisque pour Q, fixé PjAQ, est maximal.
2. = 3.
Pour tout QUA?, BFAQ2PR/AQ,=v ; Donc min BFAQ=v et max min P’AQ=v

o’ POA" QIAY
Pour tout POA", PPAQ,<PBAQ,=v. Donc maxP'AQ, =v et min max P’AQ<v
POA" orA” PO

Mais selon la proposition 15 : max min P'A Q < min max P'A Q ce qui implique 1’égalité.
POA" QCIA QUA? POA"

Le théoréme de Von Neumann stipule que, a l'encontre du contexte stratégies pures, on a dans le
contexte stratégies mixtes l’égalité entre le maxmin et le minmax, ce qui compte tenu de la
proposition 15 équivaut a l'existence d’un équilibre de Nash. La premiére démonstration proposée
pour ce théoréme utilisera les résultats suivants :
17.Proposition
Soit K un sous-ensemble non vide, conveze et fermé d’un espace euclidien E, alors il existe
une application E O K appelée projection sur le convexe telle que :
1. DxDE,DyDK:||x—p(x)||s||x—y||
2. xOE,Oy0K:(x= p(x);y = p(x)) <0
La premiére assertion signifie que p(x) est le point de K & distance minimale de x. La deuxiéme que
I’angle des vecteurs x— p(x) et y— p(x) est obtus.
18.Lemme
Pour aOR, soit aU,U, la matrice de M, , (R) dont tous les termes sont égauz & a . Soit
AOM, ,(R) et A'OM, ,(R) définie par : A'=A+aU,U}, . Alors :
1. OrPOA",QUAY:PPAQ=P'AQ+a .

2. max min P’A'Q =max min P’AQ +a

POA" QUA? POA" QUA?
3. min max P’A'Q =min max PPAQ+a
QUA? POIA" QUA? POA"
DEMONSTRATION :

n P
Pour tout POA",Q0A” ,ona: P'AQ=P'AQ+aP'U,U, Q. Or P’Un=2pi=l et U;Q=qu=l.

i=l =1
D'ou: PPAQ=P'AQ+a. Le 2. et 3. s’en déduisent immédiatement.

19. Théoréme du minmax de Von Neumann
Soit AOM, , (R) la matrice du jeu :

max min P'A Q = min max P'A Q
POA" QUA? QOA? POA"

Ce nombre s’appelle la valeur du jeu en stratégie mizte.
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DEMONSTRATION :
II existe :
v R OA",Q 0A" tels que BFAQ, =max min P'AQ.
PLA" QA
v P, OA",Q,0A" tels que ,AQ, =min maxP'AQ.
omA? PO

Supposons stricte I'inégalité P'AQ, <P AQ,. Il existe donc un réel y tel que :
RAQ <y<PAQ,.
En posant A'=A-yU, U ; : le lemme précédent permet de se ramener au cas ot y=0.
On adonc: PPAQ <0<P/AQ,. Dans R", considérons les vecteurs suivants :
VoA ; les p vecteurs colonnes de la matrice A.
v E,; les nvecteurs de la base canonique de R".

Soit K I’enveloppe convexe de ces vecteurs :

P n )4 n
K ={ZajA,j +> BE | a,Bz0et) a,+>.f =1}
= i=1 =1 i=1
Comme le convexe K est engendré par un nombre fini d’éléments de R", il est fermé et il existe une
projection de R" sur K. Soit X OR" la projection de 0 sur K.
1°cas: X =0« 00K
P n P n
Il existe donc: a;, 320 avec Zaj +Zﬁ; =1 tels que: ZajA'.j +Z,8iEi =0. Les a; ne sont
= i=1

j=1 i=1

pas tous nuls. Car on aurait alors z B.E =0, ce qui implique, par liberté des E,, la nullité de

i=1

4 n 4
tous les f;. En contradiction avec ZUJ. +Z,6’l =1.Dou a =Za'j >0.
Jj=1 i=1 J=1

al
1 . < AP
Le vecteur Y =—| @; | appartient a A”. On a:
al .
al’
)4
2.a5a,
J=1
I I R YT
a P aj=lj ’j ai:li‘
2454,
j=l

Le vecteur AYOR" a tous ses coefficients <0 et pour tout POA" le réel PPAY <0. Il existe

donc un vecteur Y tel que pour tout POA" maxP'AY<0. Et par conséquence

ron”
min max P'A Q<0 en contradiction avec 0<P,AQ, =min max P'A Q.
POA" QUA? POA" oD

2° cas X #0
Selon la  proposition précédente, pour tout i=1---n: <X -0 E —X>S0. D’ou :
(X:E)<(X ;X>=||X||2. Or (X;E;) nest autre que la i coordonnée de X dans la base

canonique de R". Le vecteur X a toutes ses coordonnées strictement positives. Si ’on désigne par
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1 . .
x la somme de ses coordonnées, alors le vecteur X'=—X a aussi toutes ses coordonnées positives
X

et de plus appartient a A" .

Toujours selon la proposition précédente, pour tout j=1---p : <X -0; X —A,,j>s0. D’ou
2

0<[x] <<X ;A‘,j>=X’A‘,j.

On a alors :

XA XA [ [ A [ AL )5 (XA e XA XA

X

X"A est donc a coefficients positifs et, pour tout QUOR?” X"AQ est un réel positif. Donc

0<min X"AQ et 0<max min P’AQ en contradiction avec B'AQ, <0.

Q0A? POA" QUAP

Remarque :

Il peut exister plusieurs couples (P,Q) réalisant le maxmin (ou le minmax). Mais 1’égalité
B'AQ, =P, AQ, montre que l’on a :

arg max min P’A Q =argmin max P'AQ .
POA™ QA omA? PLA"

Tout couple réalisant le maxmin réalise le minmax et vice-versa.

Autre approche via la dualité en programmation linéaire

Une autre démonstration du théoréme du minmax peut étre obtenue a partir d’un résultat classique

de programmation linéaire? :

20.Théoréme de dualité

Soit AOM, , (]R) , X,BOR",.Y,COR?. Les deux programmes linéaires :

min B'X max C'Y
@4 x>0 et @4 r20
A'X=>C AY <B

sont dits duauz 'un de 'autre.

Si les deux ensembles définis par les contraintes :

D, ={XOR"/X20et AX 2C} et D, ={YOR’/Y=0et AY < B
sont non vides, Alors il existe X, et Y, réalisant B et P, et l’on a :

B'X,=minB'X =maxC'Y =C'Y,,.
XOE, YOE,

9 Pour une démonstration voir CIARLET P. G [2].
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Application au maxmin

En tenant compte du lemme précédent, on pourra se ramener au cas ou A>0.

Considérons avecB=U, et C=U, les deux programmes :

man,’lX maxUtY
@ X=20 et ®,4 720 P
A'X 2U, AY<U,

Remarque : U, X (resp. U,Y ) est la somme des termes de X (resp. Y).

00D, et, comme A>0 en prenant pour X des coefficients suffisamment grand, on peut obtenir un
vecteur appartenant & D,. Le théoréme précédent permet de conclure a l'existence X, et Y, réalisant
@ et @, . Posons :

w=U!X,=minU!X =maxU'Y =U'Y,.
XOE, YOE, 7 P

X, ne peut étre nul, sinon A'X 2U , De serait pas vérifie. Donc w la somme de ses termes est >0.
1 1

On pose alors : By, =—X, et 0, =—Y,. Alors B OA" et Q,0A".
w w

On a alors :

1 n
OPOA":P'AQ,=—P'AY,. Tous les termes de AY, sont inférieurs & 1 et » P =1. P'AY, qui peut
w i=1
étre vu comme moyenne des termes de AY, est <1. D’ou

DPDA”:PfAQOSl.
w

00 DA”:PO’AQ=$X(’)AQ. Tous les termes de XjA qui sont les mémes que ceux de A’'X,sont

P
supérieurs & 1 et ZQJ. =1. X,AQ qui peut étre vu comme moyenne des termes de XjA est =1.
=

D’ou :
DQDA":R{AQZ&.
Selon la proposition 16, ces deux inégalités permettent d’affirmer que (PO,QO) est un équilibre de
Nash en stratégies mixtes.
Applications

L’intérét de cette nouvelle approche est de ramener le probléme de la détermination du maxmin et du
minmax & un probléme de programmation linéaire pour lequel on dispose d’algorithmes de résolution

comme celui du simplexe.
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Exemple 9 : Colonel Blotto, traité avec le Solveur d’Fxcel

AX X A*Y

1,00000
1,00000
1,00000
1,00000

el L™

O = B

1/w

A Y AY
0,021429 1,00000
0,342857 1,00000
0,228571 1,00000 ==
0,050000 0,71429
1,00000

= e e e O

|
[ £%]

= O Wk

B WO
|
B

Cellules
variables

0.64286

0,03333
0,53333
0,35556
0,07778

Cellule &
maximiser

Le site de Thomas S. Ferguson propose un outil en ligne « Matrix Game Solver », écrit en

JavaScript pour résoudre ce probléme : https://www.math.ucla.edu/~tom/gamesolve.html

The matrix is
4 210
1 30 -1

Résultats fournis par Matrix Game Solver : 0124

The value is 1.55556.

An optimal strategy for Player I is:
(0.44444,0,0.11111,0,0.44444)

An optimal strategy for Player II is:
(0.03333,0.53333,0.35556,0.07778)

Ces résultats confortent ce qu’avait montré les stratégies prudentes pures: incitation & la
concentration pour le colonel Blotto, & la dispersion pour Lotso. Mais, chose étrange, la symétrie des
probabilités pour Blotto ne se retrouve pas pour Lotso. Mais il se trouve que, dans cet exemple,
I’équilibre de Nash n’est pas unique. La valeuir : (0,07778 ; 0,35556 ; 0,53333 ; 0,03333)
convient aussi pour Q, .

Un autre site « Game Theory Explorer » propose un outil analogue :

https://cgi.csc.liv.ac.uk/~rahul /bimatrix solver/
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Ezxemple 10 : Pair, Impair

Dans le cas ou l’ensemble D, du théoréme 20 est vide, ce dernier ne s’applique pas et les valeurs w
retournées par les 2 programmes ne coincident pas. Il convient alors, selon le lemme 18 d’ajouter une

constante adéquate & chaque terme des matrices. C’est ce qui se produit avec la matrice

2 -3 4
A=|-3 4 -5]| de l'exemple 10. On ajoute 5 a chaque termes des matrices avant d’utiliser le
4 -5 6
solveur :
A* X A*X u
1,00000 1
1,00000 == 1
1,00000 1
P 1/w
Py
A Y AY U
7 2 9| 0,050000 1,00000 1
2 9 0| 0,100000 1,00000 == 1
9 0 11, 0,050000 1,00000 1
P, Cellules w

variables

Et, on retranche 5 de la valeur 1/w obtenue pour obtenir finalement : v=0 en conformité avec les

résultats fournis par Matrix Game Solver :

The matrix is

2 -3 4
-3 4 -5
4 -5 6

The value is 0.

An optimal strategy for Player I is:
(0.25,0.5,0.25)

An optimal strategy for Player II is:
(0.25,0.5,0.25)
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Ezxemple 11 : Jeu de mots

Voici les résultats fournis par Matrix Game Solver, selon les 2 variantes proposées pour la matrice

gain :
Variante 1 Variante 2
The matrix is The matrix is
00-1-1-1-1-10 0 0 -200 -750 -200 -167 —-400 O
001 -11101 0 0 333 -500 333 250 0 400
1-10000-11 200 =333 0 0 0 0 —-250 167
110000-11 750 500 0 0 0 0 —-333 200
1-1000011 200 =333 0 0 0 0 500 750
1-10000-11 167 =250 0 0 0 0 =333 200
1011-1100 400 0 250 333 -500 333 0 O
0-1-1-1-1-100 0 -400 -167 -200 -750 -200 0 O
The value is O. The value 1is O.
An optimal strategy for Player I is: An optimal strategy for Player I is:
(0,0,0,0.5,0.5,0,0,0) (0,0,0,0.60024,0.39976,0,0,0)
An optimal strategy for Player II is: An optimal strategy for Player II is:
(0,0.5,0,0,0,0,0.5,0) (0,0,0,0.39976,0.60024,0,0,0)

Résultats que ’on peut présenter plus clairement ainsi :

Variante 1 :
FFF | FFP | FPF | FPP | PFF | PFP | PPF | PPP
Alice | P! 0 0 0 05 | 05 0 0 0
Bob | Q! 0 0,5 0 0 0 0 0,5 0
Variante 2 :

FFF | FFP | FPF | FPP | PFF | PFP | PPF | PPP
Alice | P} 0 0 0 06 | 04 0 0 0

Bob | Q) | 0 0 0 | 04 | 06 | O 0 0
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Retour sur le cas général : jeu fini de N joueurs, Théoreme de Nash

Toute cette section va étre consacrée au théoréme de Nash. Ce dernier généralise le théoréme de Von

Neumann & un nombre de joueurs supérieur a 2 sans exiger I’hypothése de somme nulle.

21.Théoréme de Nash
Tout jeu fini de N joueurs posséde un équilibre Nash en stratégies mixtes. L’ensemble des

équilibres de Nash est fermé (donc compact, puisqu’inclus dans un ensemble borné).

Sa démonstration proposée (il en existe de multiples variantes) va recourir & un certain nombre
d’étapes intermédiaires : Lemme de Sperner, Théoréme du point fixe de Brouwer, Théoréme du point

fixe de Kakutani.

Simplexe, décomposition et coloration

Un n-simplexe de R" est ’enveloppe convexe de v, v, -, v, OR", tels que v, —vy,---, v, =V, soient

linéairement indépendants. On notera :
n n

A:conv(vo,vl,---,vn): x=invi 0<x et in =1
i=0 i=0
Xo
n
ou 0<ux; et in =1 est le vecteur des coordonnées barycentriques de x.

i=0
'xn

Un n-simplexe est de par sa définition convexe, fermé, borné et compact.

Un 1-simplexe est un segment, un 2-simplexe un triangle, un trois simplexe un tétraedre.

Les vy, v,--+, v, OR" sont appelés les sommets du n-simplexe.

Pour deus sommets v;,v; distincts conv(vi, v j) est appelée une aréte du n-simplexe.
Le n-1-simplexe conv(vo,m,><,~-, v”) est appelée face du n-simplexe A.

Un n-simplexe a donc n+1 sommets, C-,, arétes et n+1 faces.

. — . —_ VO +v1 10 P
Soit A —conv(vo, Vst vn) un n-simplexe et u = , on définit :
v A =conv(u, vy, v,)
v D, =conv(vy,u, e+, v,)
A, et A, sont deux n-simplexes vérifiant :
v ADOA =A
n n
Soit chonv(vO, Vst vn) , X =invi . Comme v, =2u-v, x=x, (2u _V1) +xv +invi
i=0 i=2
n
I~y . —_ —
d’ou : x=2x,u +(x1 xo)v1 +2xivi .
i=2
n n
Si x, —x,20, tenant compte que 2x, +(x1 —x0)+ X; =in =1, on peut en déduire que
i=2 i=0
chonv(u,vl,-~~,vn). Sinon chonv(vO,u,m,vn)

10 On peut, bien sfir, choisir pour u le milieu d’une autre aréte que conv(vo, V1) .
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v A A, =conv(u, vy, ,)
Ce processus dit de triangulation peut, bien sir, étre itéré. En particulier, on peut obtenir ainsi une
triangulation de A en n-simplexes de diamétre arbitrairement petit.
Coloriage!!
Un coloriage d’un n-simplexes A est une application c¢ de ’ensemble des n+1 sommets de A dans
{0, 1, n} . Si cette application est bijective, A sera dit pleinement colorié.
Un coloriage d’une triangulation A, A,,---,A, de A est une application de ’ensemble des sommets
des A, (ce qui inclut les sommets de A) dans {0, 1,---, n} . Ce coloriage est dit de Sperner, si il obéit
aux régles suivantes :
1. A est pleinement colorié.
2. Les sommets des A, appartenant a une face F de A sont coloriés uniquement avec les
couleurs des sommets de cette face F de A.

Le coloriage des autres sommets est sans contrainte.

22.Lemme de Sperner
Soit A=conv(vy, vy, v,) un n-simpleze, triangulé en A, D, A, n-simplezes et possédant
un coloriage de Sperner. Alors il existe un nombre impair (donc au moins 1) de A,

pleinement coloriés.

Hllustration en dimension 2

DEMONSTRATION :
Remarque préliminaire : on peut supposer que chaque sommet v, de A est colorié par i.

Récurrence sur n

I Des auteurs emploient le terme d’étiquetage ou de labellisation.
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1. Pour un 1-simplexe, autrement dit un segment, le résultat est évident.

2. H,,=>H,
Soit A :conv(vo,vl, N vn) un n-simplexe, triangulé en A, A,,---,A, n-,simplexes dont les
sommets sont coloriés selon les régles de 1’énoncé. La face F =conv(v0, Vit vn_l) de A est un

n-1-simplexe triangulé par des faces F; des A; en respectant les régles de colorisation. Selon

I'’hypothese de récurrence il va exister un nombre impair de faces F; pleinement colorié¢e de 0

an-1.

On définit alors le graphe non orienté suivant :

v' Les sommets sont les A, A,,---, A, n-simplexes et un sommet E représentant ’extérieur de
A.

v" Un lien entre A, et A existe si ils ont une face commune pleinement coloriée de 0 & n—1.

De plus il existe un lien entre E et chaque A; dont la face F; contenu dans F' est
pleinement coloriée de 0 & n—1. Selon ’hypothése de récurrence le degré de E est donc
impair.
Or il est facile de voir que la somme des degrés d’un graphe non orienté est paire et que, par
conséquent, il existe un nombre pair de sommets de degré impair. Sachant que le degré de E
est impair, il va exister un nombre impair de A; de degré impair. Un A; de degré impair a
une face pleinement coloriée de 0 & n—1. Si le sommet restant est colorié par iJO---n—1, il
existerait une deuxiéme face pleinement coloriée de 0 & n—1 en contradiction de 'imparité

du degré de A;. Donc le sommet restant est colorié par n et A; est pleinement colorié de 0 a

n.
Théorémes du point fize

23.Théoréme du point fixze de Brouwer
Soit K un compact convere d’intérieur mnon wvide de R". Toute application continue

K O0- K admet un point fize.

DEMONSTRATION :
Comme tout compact convexe d’intérieur non vide de R" est homéomorphe & la boule unité, la
démonstration peut se limiter au cas oti K est n-simplexe A.

U
Xo Xo

I

X X
1 . : 1 .
Pour xOA, on notera | . | ses coordonnées barycentriques et | . | celles de son image x' = f(x).

U
'xn 'xn

On va raisonner par ’absurde en supposant que f n’ait pas de point fixe.

Pour mUN , il existe une triangulation 7,, de A dont tous les n-simplexes sont de diamétre <—.
m

Soit x un sommet de cette triangulation. Selon I’hypothése, il existe au moins un iJ0---n tel que

x; # x; . Des lors, soit :
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1. xl<x

n n
2. x{>x,. Mais alors comme » x,=» x{ =1, il va exister un j0---n tel que x; <x; .
i=0 =0

Dans tous les cas, il existe un indice iJ0---n tel que x; <x,. Cela permet de définir un coloriage de

T, ainsi : c(x) = min (xl' < xl.). On va montrer que ce coloriage est de Sperner.
i00--n

1. Six est un sommet de v, de A, x a pour coordonnées barycentriques : i| 1 |. Comme x#x',

le premier indice tel que x; <x; est nécessairement i. D’ou c(vi) =1.

2. Si x est un sommet d'un des n-simplexes de 7, appartenant a une face F de A, on peut

supposer pour faciliter ’écriture que cette face est F =c0nv(v0,vl,---,vn_1). Alors x a pour
X0

coordonnées barycentriques : de sorte que n ne peut étre le premier indice pour lequel
X
n-1

x <x,. Dou: ¢(x)00--n~-1.
Le lemme de Sperner assure alors l’existence dun n-simplexe de 7, pleinement colorié. Pour
i00---n, on notera x!' le sommet colorié¢ par i. En notant x;” son image par f, cela signifie, selon la

définition du coloriage, que :
(x) > ("),

Comme elles appartiennent au compact A, on peut en

On obtient ainsi n+1 suites xy,---,x. .

n
extraire, selon Bolzano-Weierstrass, des sous suites convergentes. Et comme les diamétres des n-
simplexes tendent vers 0 lorsque m — +o | elles convergent toute vers un méme point x. Comme f est
continue, il en va de méme pour les suites images par f: x;",---,x,", qui convergent vers x' = f (x)
Par passage a la limite, les inégalités (1) donnent :

0i00--n:x; 2 x
Mais selon I’hypothése « pas de point fixe pour f», x#Zx'= f(x), une au moins de ces inégalités est

n n
stricte, ce qui contredit in = le' =1.
i=0 i=0
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24.Théoréme du point firze de Kakatuni
Soit K un compact convexre mnon wvide d’un espace euclidien et une application!?
kof. P(K), x> F(x) DK vérifiant :
1. OxOK, F(x) est conveze non vide de K
2. Le graphe de F Gr(F) ={(x,y)DK><K /yDF(x)} est fermé.
Alors F posséde un point fize x tel que :xOF (x).

DEMONSTRATION :
Comme pour Brouwer, la démonstration peut se limiter au cas ou K est n-simplexe A.
Remarques :

1. Les suites que 'on va définir appartiennent toutes & un compact (A ou [O, 1]) et selon
Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire des sous-suites convergentes. On considérera que
cette extraction est déja réalisée.

2. Pour une application entre compacts, de R"la continuité équivaut a la fermeture du graphe.
L’hypothese (2) va jouer, en quelque sorte le méme role que la continuité pour Brouwer..

3. Dans certains énoncés figure de plus 'hypothése OxOK , F (x) est fermé (ou ce qui, dans ce
contexte revient au méme compact). Mais c’est inutile, cette hypothése découlant de (2). En
effet : DxDK:{x} ><F(x) =({x} XK) N Gr(F) . La fermeture de Gr(F) implique celle de F(x)
pour tout xOK .

Pour mON | il existe une triangulation 7,, de A dont tous les n-simplexes sont de diamétre <—.
m

On désignera par S, l'ensemble des sommets de cette triangulation et on définit f,, :S, O A en
choisissant,, pour chaque sommet v[S, son image f, (V)DF (v) Cette application peut se
prolonger, par linéarité & A de la fagon suivante. Si xUA, =conv(v0,vl,---,vn) n-simplexe de la

n n
triangulation 7, , x= invi avec 0<ux; et in =1. On pose alors :
i=0 i=0

fu3)= 2w £, () (1)

Cette définition de f,, (x) est cohérente méme si x appartient & une face commune & deux n-
simplexes, L’application f,, :AU [ A est continue. Le théoréme de Brouwer assure donc l'existence

d’un point fixe x™13 tel que :

x™ appartient a un n-simplexe conv(v{)" SV v,',") de la triangulation 7, et s’écrit :
n

xm=2x;"vf" avec 0<x" et Zn:xlm =1 (3)

l
i=0 i=0

On notera de plus, pour iJ0---n: f, (vlm) =",

12 Une telle application est appelée correspondance ou encore fonction multivaluée de K dans K.

13 Tci et dans la suite m est un indice non un exposant !
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Passage a la limite quand m — +o :
R R A VA VAL VAR
On peut faire alors les remarques suivantes :
1. Comme 0<x" et Zn:xlm =1, 0<x; et Zn:xi =1.
i=0 i=0

2. Le diametre des n-simplexes de 7T, tend vers 0 quand m — 4. Dés lors les v dont
I’enveloppe convexe contient x tendent tous vers z.

3. (v{”,v;m)DGr(F) car v;" =fm(vim)DF(v;") par définition de f, pour les sommets de T, .
Quand m — +oo, (vl.’”,vlfm) - (x,v}). Comme Gr(F) est fermé, (x,v/)O0Gr(F). Autrement dit,
pour tout i00--+n : v/ OF(x).

De (1), (2), (3), on tire :

n

n
m m j— m m — m_r1m
X _fm(x )_zxi fm(Vi )_zxi Vi
i=0

i=0

Et par passage a la limite :

n n
x=2xiv£ avec 0<x; et in =1.
i=0 i=0

Et puisque pour tout i00---n : v; DF(x) et que F(x) est convexe, xDF(x) et est le point fixe de F

recherché.

DEMONSTRATION DU THEOREME DE NASH

L’ensemble des profils en stratégie mixte P =A(Sl)X---XA(S].)X---XA(SN) est convexe compact non
vide.
Pour jO1---N, on définit P O EjD» (P(A(Sj)) par :
A tout profil mixte SOP on associe F’ (E ) =MR(§ J ) I’ensemble des meilleures réponses du joueur
ja s ~J . Selon la proposition 12 F; (E ) est un convexe compact non vide de A(S j).
Ensuite, on définit
pofi.@(p)
par
F(5)=F'(S)xxF/(8)x---xFY(3)

Pour tout profil §, F (§ ) ,produit fini d’espaces convexes et compacts, est convexe compact.
Il reste & prouver que le graphe de F est fermé :

Gr(F)={(5.5)0PxP /S OF(S))

Gr(F)={(5.5)0PxP /GjO1--N:37 OF (3)}

6r(F)= N {(5.5)oPxP | 370F(3)}

ja--N

Or F’ (§) étant fermé dans P , il en est de méme pour {(E, §')DP><P / 37 0F/ (E)} dans PXP et

Gr(F ) intersection de fermés est fermé.
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Donc selon Kakatuni, il existe un profii § tel que: SOF (5 ) Pour un tel profil
§=(P1,---,P’,---,PN), cela signifie que, pour tout joueur jOI1---N, P’ est une meilleure réponse a
s =(P1,---,><,---, PN), autrement dit que S est un équilibre de Nash.
Il reste & prouver que ’ensemble EN des équilibres de Nash est fermé.

en={50P / SOF(S)}={sOP / (§5)0Gr(F)}
Or Gr(F ) est fermé¢ dans PXP et EN image réciproque de Gr(F ) par la fonction continue
PO D—»PXP:EH(EE) I’est aussi.
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Quelques pistes pour calculer un équilibre de Nash pour 2 joueurs
Dans toute cette section, on considérera un jeu a 2 joueurs de matrices de gain: A,BUM, , (]R)

Pour toute stratégie mixte POA" du joueur 1 et QOA? du joueur 2 on notera :

Supp(P)={i01--n | p,>0} et Supp(Q)={jO1---p / q,>0}
Un équilibre de Nash sera représenté par un quadruplet (P, 0,v, w) ol P et Q sont les stratégies

mixtes des joueurs et v=P'AQ,w=P'BQ les gains correspondants.

Le principe dit d’indifférence a ’équilibre

Proposition
Alors :
P meilleure réponse a Q avec un gain de v pour le joueur 1
g
0i OSupp(P): E; est une stratégie pure meilleure réponse’s en a Q .
g
0i O Supp(P): (AQ)i =A.Q=v.
Q meilleure réponse a P avec un gain de w pour le joueur 2.
g
LjOSupp(Q): E; est une stratégie pure meilleure réponse en a P .
g
DjDSupp(Q):(P’B)j =P'B. =w.
DEMONSTRATION :

Remarque préalable : pour tout i01---n : E AQ =(AQ)i = A,.Q, ce qui assure ’équivalence entre les
assertions 2 et 3.
Si P meilleure réponse & Q avec un gain de v pour le joueur 1, alors pour toute stratégie P’ du

joueur 1 P"AQ<P'AQ=v. En particulier lorsque P' est une stratégie pure E;. Donc pour tout

i01--n, EFAQ<v. Par ailleurs, P'AQ =Zpi (A Q)i =v et Zpiv =v. Par soustraction il résulte :

i=1 i=1
zpi (V_(AQ)i) =0
i=1
Comme pour tout ildl---n, v—(A Q)i 20 et p, 20, la seule issue est que si 0<p,, autrement dit

lorsque i Supp(P) , alors (A Q)i =v.

Réciproquement :

14 Pour dissiper toute ambigiiité, cela veut dire que cette stratégie pure est une meilleure réponse toute

stratégie confondue et pas seulement parmi les pures.
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Si (AQ)l_ =v pour 0< p,, alors PtAQ=Zn:pi(AQ)i = Zn: pi(AQ)i = Zn: pV=V
=1 i=1

i=1 1 =
pi#0 pi#0

La démonstration des équivalences concernant () est évidemment symétrique de la précédente.

Corollaire
(P,Q,v.,w) équilibre de Nash
g
0i OSupp(P): (AQ). = A,.Q =v et 0jOSupp(Q): (P’B)j =P'B.,=w
Interprétation

Le corollaire peut s’interpréter ainsi :

1. En supposant que le joueur 2 opte pour la stratégie mixte @, le joueur 1, en optant
indifféremment pour n’importe quelle stratégie pure E; de probabilité p, #0 obtiendra le gain
espéré v de I’équilibre de Nash.

2. En supposant que le joueur 1 opte pour la stratégie mixte P, le joueur 1, en optant
indifféremment pour n’importe quelle stratégie pure E; de probabilité g; #0 obtiendra le
gain espéré w de 1’équilibre de Nash.

Application

Le corollaire fournit une premiére piste de calcul. Supposons que Supp(P)=1 et Supp(Q)=J . Avec

|7|=]J|=k. On se trouve devant 2 systémes linéaires :

.0-v=0,i01 Ty s
{A;Q (8.,) P-w=0.j07
U'=1

u'p=1

Ces deux systémes comportent k+1 équations pour k+1 inconnues : les k p, non nuls et w pour

'une, les k g; non nuls et v pour I'autre. On peut raisonnablement espérer une solution. Encore faut-

il qu’elle donne deux vecteurs de probabilité P et Q convenables.

Soit par exemple, le jeu défini par les 2 matrices :

0 2 3 0 3 2
A=|6 0 0|, B=|1 0 3
530 6 2 0

Pour déterminer un éventuel équilibre de Nash avec |Supp(P)|=|Supp(Q)|=3, on est conduit &

résoudre les deux systémes :

2g, +3q; —v=0 Py +6p; —w=0

6g, —v=0 ot 3p, +2p,—w=0
5¢,+3¢,=v=0 2p +3p, =w=0
¢ +q, tqs =1 pitp,tps=l

Dont les solutions uniques (et convenables) sont :

V:ﬂ ; Q:i 3 et Wzg ’P:i
14 28 16 16
16 4

Mais, avouons avoir quelque peu triché... Rien ne disait, & priori, qu’il existait une solution avec

|Supp(P)| =|Supp(Q)| =3.
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Faute d’information préalable sur Supp(P)=1 et Supp(Q)=J, les calculs a entreprendre vont étre
trés, trés longs. En effet I est une partie non vide de 1---n, et J est une partie non vide de 1---p. On
a il donc 2" -1 possibilités pour I possibilités pour I et 27 —1 possibilités pour J ce qui ameéne a
devoir résoudre (2" —1)(2” —1) couples de systémes linéaires. Certains de ces systémes auront des
solutions, d’autres pas ou alors non convenables... Le calcul n’est pas désespéré, puisque 'on sait qu’il

existe au moins un équilibre de Nash, mais sa complexité exponentielle le rend vite impraticable.

A suivre. ..
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Notations

Notations générales

|E| Nombre d’éléments d’un ensemble fini E.

@(E ) L’ensemble des parties de 'ensemble E.

k-n Ensemble des entiers k<i<n

Wln’ »(K) L’espace des matrices de n lignes et p colonnes

M (K) L’espace des matrices carrées de n lignes et n colonnes

(ai.j)i:hn Matrice de taille nx p ayant pour terme a; ; en ligne i,
J=ep colonne j.

a; ; A Le terme de la matrice A situé en ligne i, colonne j

La ligne i de la matrice A.

A La colonne j de la matrice A.
Al Matrice transposée de la matrice A.
U, U Le vecteur de R" dont tous les composantes sont égales & 1.
E, Le i™ vecteur de la base canonique de R”".

Chaque terme de la matrice A est = au terme correspondant
A2B de la matrice B.
A>B A2B et A%B

Chaque terme de la matrice A est > au terme correspondant
A>B de la matrice B.

Notations pour les jeux en stratégie pure
N Le nombre de joueurs.
S/, j01---N L’ensemble des stratégies pures du joueur j.
ARKY Une stratégie pure du joueur j.
S Profil de stratégies pures [JS; X---x§, x---x§y
_ Profil de stratégies pures LS, ><~-><>"<><~-><SN des joueurs

g7

v
(tj,j"j) Le profil obtenu en substituant ¢/ a4 s/ dans §.

G':S'x...xSx...s" OL R
. La fonction de gain du joueur j.
SHGI(S)

Un jeu avec N joueurs ol :
r =(N, (Sj)sz-.N , (Gj )]_:IH.N) v S’ est 'ensemble des stratégies pour le joueur ;.
v' G’ est sa fonction de gain.
Notations pour les jeux en stratégie mizte

Ensemble des stratégies mixtes du joueur j.

a(s’) ={POR"10<P et UlP=1} si |s/|=n

P/ DA(SJ) Une stratégie mixte du joueur j.
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Profil de stratégies mixtes DA(SI)X---XA(S')X---XA(SN)

J
Profil de stratégies mixtes DA(SI)X'HXMX'HXA(SN)

Le profil obtenu en substituant Q' a P’/ dans §

L’extension mixte du jeu .
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