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Introduction

On dispose d’un ensemble G dont les éléments seront appelés des garcons et d’un ensemble F dont les
éléments. seront appelés des filles. Ces deux ensembles ont le méme nombre d’élément n. Dans les
problémes qui seront étudiés, il s’agit de procéder a des mariages (en l'occurrence monogame et
hétérosexuel) entre garcons et filles. Le vocabulaire conjugal adopté dans ce document et qui est
traditionnel sur ces thémes, ne doit pas étre vu comme une prise de position sur ces sujets de société ni
non plus masquer que le champ d’application de ces problémes ne se limite pas a la gestion d’une agence
matrimonialel. 11 s’agit simplement d’un langage imagé destiné a égayer l'aridité des démonstrations.

En terme mathématique on parle de couplage :
1.Définition :
On appelle :
Couplage (matching) de G et F un ensemble S de couples SUOGxF , tel que tout élément de G,

tout élément de F appartient a un couple au plus de S .

Couplage complet (complete matching) de G et F un ensemble S de couples SOGXF , tel que

tout élément de G, tout élément de F appartient & un et un seul couple de S .

Un couplage établit une bijection entre une partie de G et une partie de F . Un couplage complet établit

une bijection entre G et F.

Notations
Soit S un couplage de G et F. Si (g,f)0S on dira que g et f sont mariés (ou fiancés dans certaines
circonstances) dans § ce que 'on notera : g ~Pl= f ou plus simplement g —O- f lorsqu’il n’y aura pas

d’ambigiiité sur le couplage. On posera alors aussi : f =F,(g) et g =G,(f).

Ce couplage se doit de plus respecter certaines contraintes. Les problémes étudiés dans les deux premiers
chapitres de cette partie différent par les conditions imposées aux mariages :
v' Le probléme de Hall, ou chacun et chacune dispose d’une liste de partenaires admissibles et ne
saurait se voir attribuer un conjoint n’y figurant pas.
v' Le probléme de Gale-Shapley, ou chacun et chacune range tous les partenaires de 'autre sexe
selon son ordre de préférence. Il s’agit alors de procéder & des mariages qui respectent au mieux
(dans un sens qui sera précisé) ces préférences.
A partir de ces deux problémes initiaux seront étudiées deux variantes dans les deux chapitres suivants :
v Le probléme des colocataires ot on abolit toute différence de genre.
v" Le probleme du couplage optimal ou chaque couple possible de partenaires posséde un degré

d’affinité. Il s’agit alors de déterminer un couplage maximisant la somme de ces affinités.

1 Lloyd Shapley s’est vu décerner en 2012 le « prix d'Economie en mémoire d'Alfred Nobel » par la Banque

centrale de Suéde. Cette derniére ne saurait étre confondue avec une agence matrimoniale.
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I Mariages avec liste de partenaires admissibles

probleme de Hall

Position du probléeme

Pour chaque garcon gG, on notera A(g) [ F D’ensemble de ses partenaires admissibles.

Du point de vue des filles, on note de méme pour fOF, A(f)UG l'ensemble de ses partenaires
admissibles.

Et on impose de plus une régle de réciprocité : si une fille f est admissible pour un garcon g
(fOA(g)), alors le garcon g est admissible pour la fille f (gOA(f)). On dira qu’ils sont « amis ».
L’ensemble de ces admissibilités peut donc étre représenté par une matrice A2, dite d’admissibilité, de
taille nxn telle que :

{1 sif et g sont mutuellement admissibles

A(f.g) =

0 sinon

Le but du jeu est de déterminer un couplage complet S entre G et F tel que :

pour tout (g, )US : Ay, =1
Un tel couplage complet dans lequel chacun et chacune se voit marié[e] avec un conjoint admissible sera
sans surprise qualifié d’admissible.

Soit M G un ensemble de garcons, on note A(M) = U A(g).

gM

Le résultat fondamental connu sous le nom de Théoréme (ou Lemme) des mariages de Hall est alors le

suivant :

2.Théoréme des mariages de Hall

Pour une matrice d’admissibilité donnée, il existe un couplage complet admissible si et
seulement si pour tout ensemble M OG de gar¢ons, |A(M)|z|M|3.
Comme le théoréeme des mariages de Hall n’est pas du tout sexiste (tout ce qui est admissible pour un

sexe 'est pour l'autre) on peut aussi donner la version équivalente :

3.Théoréme des mariages de Hall (bis)

Pour une matrice d’admissibilité donnée, il existe un couplage complet admissible si et

seulement si pour tout ensemble W O F de filles, |A(W)| 2|W| .

La nécessité de la condition est facile & démontrer :

Supposons qu’il existe un couplage complet admissible S. Soit alors ensemble M de k gargons. Ils sont
alors mariés dans S a k filles distinctes toutes admissibles. Donc A(M) contient au moins k filles.
Mais, pour la réciproque, cela va étre plus compliqué. Nous allons passer par une démonstration

algorithmique.

2 Avouons un (léger) abus de notation puisque A était déja utilisé pour noter un ensemble d’ami[e]s. Mais le
contexte de I’emploi leve toute ambigiiité.

3 | E| désigne le cardinal ou si I'on préfére le nombre d’éléments de 'ensemble E.
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1. Mariages avec liste de partenaires admissibles

Algorithme d’augmentation

Partant, d’un couplage partiel admissible avec k (0<k <n) couples, cet algorithme vise, si possible &,
l’augmenter pour obtenir un couplage admissible de k+1 couples. Prévoyant que cette augmentation

peut amener une recomposition des couples, on parlera de « fiancailles » et non de mariage.

Version scénarisée

La situation initiale est la suivante : k (k <|G|) garcons sont déja fiancés et un gargon libre g envisage de
se fiancer. Remarquons que, sauf & enfreindre la condition de Hall, g a au moins une amie.

v' Si parmi ses amies, il existe une fille libre, ils se fiancent et c¢’est terminé.

v' Si toutes ces amies sont déja fiancées, c¢’est plus compliqué : il doit se lancer une ronde échangiste
selon le principe : tu es fiancé avec une des mes amies, mais tu as d’autre choix, donc tu peux
changer de fiancée, pour me permettre d’en obtenir une. Notons G, l’ensemble des garcons
fiancés. Remarquons que, sauf & enfreindre la condition de Hall, parmi les amies des garcons de
G, , il existe une fille libre. En effet, si cette derniére est respectée, I’ensemble A(Gk D{g}) doit
contenir k +1 filles et il y a exactement k filles fiancées. Le probléme est que cette fille libre n’est
pas nécessairement une amie de g. D’ou un effet de dominos produisant toute une série
d’échanges pour réussir a fiancer tout le monde... Le détail et la preuve que cette ronde aménera
A cette heureuse conclusion sera fournie au paragraphe suivant. Remarquons simplement qu’il est

inutile de négocier avec des garcons fiancés & leur unique amie : ils ne la céderons pas !

lllustration

Considérons la situation suivante ou Jack est le nouveau candidat aux fiancailles et Lulu la fille libre
dont la condition de Hall garantit I’existence (voir ci-dessus). Les traits simples signalent une amitié et
les doubles fleches des fiancailles.
Alex Jean Paul Jack
P
Lulu Mado Anne Suzy

Jack peut s’adresser & Paul ou Jean, mais comme le premier n’a pas d’autres amis que Suzy, il va
négocier avec Jean. Jean va alors se retourner vers Alex qui justement posséde une amie libre. Donc a la
fin de la ronde, on obtient :

Alex Jean Jack Paul

NN

Lulu Mado Anne Suzy
Ce scénario peut sembler en contradiction avec la remarque sur le caractére non sexiste du probléme de
Hall. En particulier, on peut étre choqué que les fiangailles se font et se défont sans consentement des
filles. Mais en fait, on ne demande pas plus celui des garcons. Pour les garcons, comme pour les filles,
parmi leurs amile]s il n’existe aucun ordre de préférence. Autrement dit si, par exemple Anne est amie

avec Jean et Jack, elle consent, par avance a se fiancer indifféremment a 1’'un ou a 'autre.

Version plus formalisée

Pour mettre en ccuvre cet algorithme nous allons introduire la notion suivante :



I Mariages avec liste de partenaires admissibles

Chaine alternée augmentable

On appellera chaine? alternée augmentable :
v une liste p garcons : (g, &,,"*»&,)
v une liste de p filles : (f,, fo,+++, f,)
telles que :
v' pour i=1---p : (g;, f;) solent amis mais non fiancés
v' pour i=1---p—1: (g, f;) soient fiancés
v’ g et f, soient libres

Ce que ’on peut résumer par le schéma suivant :

81 82 e gp—l gp
Araare
f1 f2 fp—l fp

oll| signale une amitié et(l)des fiancgailles.
On comprend l’'adjectif « alternée » : on alterne effectivement garcons-filles, admissibles-fiancés. Mais
pourquoi « augmentable ». Et bien, parce que, dans cette configuration, on peut rompre les fiancailles et

les réorganiser :

0,/ 00
£ fH e fou T

Ce qui nous donne p couples fiancés au lieu de p—1.

L’algorithme en trois temps

A partir des données :

Données :

G : liste des n garcons ; F : liste des n filles ;

A : matrice d’admissibilité ;

fiancé[ ] : un tableau donnant pour les k filles fiancées 1leur partenaire
(provisoire) null sinon ;

g : un garcon libre ;

L’algorithme va se dérouler en trois temps :

4 On parle effectivement couramment des chaines conjugales...

7



1. Mariages avec liste de partenaires admissibles

Etape 1
Valeurs initiales :
M:=[g1l;
W:=1[1,; // représente la liste des femmes fiancées a des garcons de M
OK :=false ;
Algorithme :

Tant que non OK Faire :
Début
Déterminer A(M) ; // Ensemble des amies des garcons de M
Si A(M)=W alors stop retourne « impossible » fin si
Choisir f dans A(M)-W
Si fiancé[ f ] non null alors
gf := fiancé[ f 1 ;
Ajouter f a la fin de W ;
Ajouter gf a la fin de M ;
Fin Si
Sinon
0K :=true ;
Fin Sinon
Fin boucle
Ajouter f a la fin de W ;

Rapport d’étape :

v' Dans litération on a toujours: W OA(M). Cest clairement vrai initialement. Ensuite, si

W O AM), al’étape suivante, W D{f} g A(M D{gf}) f est fiancée donc amie de gf .

v" Si les données vérifient la condition de Hall, cette inclusion est stricte. En effet durant ’exécution

de la boucle on a toujours : |W |7/ M |-1.

v" La boucle se termine en k itérations au plus : & chaque itération, on ajoute & M et W un gargon

et une fille fiancés et il existe k couples fiancés. De plus g étant un garcon libre, il existe aussi

une fille libre. Elle va finir par étre « choisie » et déclencher la sortie de boucle (OK :=true).

CONCLUSION PROVISOIRE :
Si les données vérifient la condition de Hall, & la fin de cette étape, on dispose de deux listes :
M :[81""’ 8,,]
W=,
telles que :
v g et f, libres.

v' Pour tout 1<i<p, g, et f sont fiancés.

1

v' Tout fOW a au moins un ami autre que son fiancé dans M . En effet, chaque fille est insérée

dans la liste W parce qu’elle est amie avec un garcon de M avant que son éventuel fiancé soit

inséré dans M .

La deuxiéme étape va consister a construire une chaine alternée augmentable & partir de M et W .



I Mariages avec liste de partenaires admissibles

Etape 2
MM =[] ;
WwW =[] ;
f :=Wlpl ;
Faire :

Choisir dans W g un ami de f non fiancé avec f ;
Ajouter f au début de Ww ;
Ajouter g au début de MM ;
Si g<>M[1] Alors f := fiancée[ g ] Fin Si
Tant que g<>M[1]

Rapport d’étape :
La boucle se termine car & chaque itération un nouveau gargon est ajoutée & WW et que le stock est fini.
La condition d’arrét montre que ce dernier garcon est nécessairement g, =M][1]. Enfin, il est clair que,

par construction, MM et WW définissent bien une chaine alternée augmentable.

La troisiéme étape de réorganisation des fiancailles, n’est plus qu’une formalité :

Etape 3
Pour i = 1 jusqu’a nombre d'éléments de MM
Fiancer M[i] et W[i] ;
Fin

CONCLUSION DEFINITIVE :

Si les données vérifient la condition de Hall, ’algorithme se termine donc sur un couplage avec un couple

fiancé supplémentaire. Par ailleurs tant qu’il existe un gargon libre, il peut étre itéré pour obtenir un

couplage complet.

REMARQUES :

v' Cet algorithme est non déterministe. Dans ’é¢tape 1 comme dans 1’étape 2, il existe un choix
ouvert. L’algorithme fournit une solution mais il peut en exister d’autres. Mais rien, dans les
données de ce probléme, compte tenue de lindifférence de chacun devant ses partenaires
admissibles, ne permet d’affirmer qu'une solution est meilleure qu'une autre®.

v' Cet algorithme n’est pas optimisé. Il a été rédigé pour fournir une démonstration aussi claire que
possible du théoréme de Hall. Une voie pour augmenter son efficacité est d’ameéliorer les choix
précités. Par exemple, lors du choix d’une fille dans A(M)-W, on peut regarder s’il n’existe pas

dans cet ensemble une fille libre, auquel cas, la choisir, arréte la boucle.

5 Par anticipation, il en sera tout autrement dans le chapitre suivant avec l’introduction d’ordres de

préférences.



1. Mariages avec liste de partenaires admissibles

Complexité de I'algorithme

On suppose : |F|=|G|=n

Etape 1
Dans la boucle Tant que, 'opération la plus couteuse est : Déterminer A(M). En supposant que
|M |=r<n, elle nécessite la lecture de rxn termes du tableau A pour savoir quelles sont les amies
des garcons de M. Le reste est a coup constant. Cette boucle est donc en O(nz). Comme elle peut
étre exécutée k <n fois, cet étape est en 0(n3)

Etape 2 et 3
Les boucles sont exécutées au plus n fois. Ces deux étapes sont donc en O(n) .

Conclusion provisoire :

L’algorithme d’augmentation est en O(n3 )

Mais pour aboutir & un couplage complet, dans le cas ou la condition de Hall est satisfaite, cet
algorithme doit étre exécuté n fois. Donc la détermination d’un couplage complet selon cette méthode est
en 0(n4). Soulignons qu’il s’agit 14 d’une borne supérieure du temps d’exécution dans le pire des cas.
Dans des circonstances plus favorables (par exemple, si, a I’étape 1, la fille choisie dans A(M)-W est
libre) ces marivaudages peuvent étre nettement plus rapides. Comme le montre le tableau suivant les

durées d’exécution peuvent, pour une méme valeur de n, varier :

Durées d'exécution en millisecondes 1 o olp
n=10 10 10 11 10 10 10 7 12 11 9 10 1,3 0,1
n=20 35 36 35 36 39 40 36 38 41 36 37,2 2,0 0,1

Précisons qu’il s’agit de temps mis par le programme java AppliMariagesHall pour procéder au

couplage sur un PC « ordinaire ».
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I Mariages avec liste de partenaires admissibles

Implémentation en Java

Voici une proposition d’implémentation en Java (explications en aval) :

public class Mariages extends HashMap<Integer,Integer>
Public Integer [][] am

public String augmente()

{

Integer g, ft;

boolean ok;

n=am.length;

LinkedList<Integer> eM=new LinkedList<>();
LinkedList<Integer> eMM=new LinkedList<>();
LinkedList<Integer> eW=new LinkedList<>();
LinkedList<Integer> eWwW=new LinkedList<>()
Set<Integer> amM=new HashSet<>();
//détermination d’'un garcon libre g

g=0; while (this.containsValue(g)){g=g+1;}
eM.clear();eM.add(g);

eW.clear();ok=false;

’

while(!ok) //étape 1
{
//détermination de amM ensemble des amies des éléments de M
amM.clear();
for(Integer gi:eM)
{

for(int fi=0;fi<n;fi++)
if(am[fi]l[gil==1){ amM.add(fi);}
} }// fin de détermination de amM

// détermination d'une fille ft dans amM/eW
ft=-1;
for(Integer fi:amM)

{
if('eW.contains(fi)){ft=fi;break;}
}// fin de détermination ft

if(ft==-1){return("Les garcons :\n "+eM.toString()+"\nont pour amies :\n
"+amM.toString());}// dans ce cas pas d'augmentation

//ft est-elle mariée ?

if(this.containsKey(ft))//oui
{eW.addLast(ft);
eM.addLast(this.get(ft));
}

else //non
{eW.addLast(ft);ok=true;}

}//fin de la boucle principale

//construction du chemin alterné augmentable
eWw.clear();eMM.clear();
Integer f=eW.getlLast(); Integer ga=null;

do
{
for(Integer gg:eM)

{if((am[f]1[gg]!=0)&&(this.get(f)!=gg)){ga=gg;break;}}
//on détermine un ami pas mari de f dans eM

eWW.addFirst(f);eMM.addFirst(ga);
if(ga.equals(eM.getFirst())){break;}
f=eW.get(eM.index0f(ga)-1);

}
while('!ga.equals(eM.getFirst()));

//étape 3 : on réarrange les fiancailles
for(int 1=0;1<eMM.size();l++)
{
Integer ff=eWW.get(l); Integer m=eMM.get(1l);
this.put(ff, m);
}

return("0K");
} //Fin méthode

} //Fin Classe
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1. Mariages avec liste de partenaires admissibles

STRUCTURES DE DONNEES UTILISEES
v" Les candidats, garcons ou filles, sont représentés par un Integer.
v" La matrice d’admissibilité est représentée par un tableau bidimensionnel d’entiersé Integer[][]
dont les filles constituent le premier indice.
v' Les fiancailles ou mariages sont représentées par une instance de la classe Mariages sous classe de
tableaux associatifs (clé->valeur) HashMap<Integer,Integer> dont les filles (fiancées) forment les

clés. Cette classe posséde aussi pour membre Integer[][] am.

ALGORITHME D’AUGMENTATION
Il est implémenté comme méthode de cette classe Mariages.
La valeur de retour est une chaine de caracteéres :
v Si la condition de Hall est respectée, et que donc 'augmentation réussit, elle retourne OK.

v" Sinon elle retourne une chaine pour indiquer un ensemble de garcons enfreignant la condition de
Hall.

Précisons que les conventions d’écriture sont celles de Java 7. Ce dernier permet en particulier la

conversion automatique type primitif vers l’objet I’encapsulant (comme int Integer) et réciproquement.

6 Un tableau de booléens aurait sans doute été plus approprié. Mais nous avons préféré cette solution

notamment en vue d’évolutions ultérieures ( cf. chapitre V).
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I Mariages avec liste de partenaires admissibles

Exemples d’exécution

Exemple 1 :
Avec la matrice d’admissibilité (ref : chaplexl.csv) :
gl | 92 | g3 | g4 | g5 | g6 | g7 | g8

1 Il o [ o[ 1 [ 1 [ o] 1o
2] o o M | o[ o1 o
£3 ) 1 oo ol 1] 1]o
f4 ] o | o | o | 1] o] 1 0
5 1 M o ol o[ o] 1o
f6 0 0 0 0 0 1 1
£7 ] 0o | 1 | o] o o | 1
8] o | o | o] o0 1 | o | o

Le programme retourne :

{fl=gl}

{fl=gl, £5=g2}

{fl=gl, £2=g3, f5=g2}

{fl1=g4, f2=g3, £f3=gl, fb5=g2}

{f1=g5, f2=g3, f3=gl, f4=g4, £5=g2}

{fl=g5, f2=g3, f3=gl, f4=g6, £5=g2, £f6=g4}

{fl=g5, f2=g3, f3=gl, f4=g7, £5=g2, f6=g4, f£7=g6}
{fl=gl, f2=g3, £3=9g8, f4=g7, £f5=g2, f6=g4, £7=g6, £8=g5}

Mariages terminés

Les couples mariés sont (par anticipation) indiqués en rouge sur la matrice d’admissibilité.

Exemple 2 :

Avec la matrice d’admissibilité (ref : chaplex2.csv) :
gl | 92 | 93 | 94

Q
(€]
Q
(o)}
Q
~J
Q
(ee)

f1
£2
£3
f£4
£5
f6
£7
£8

o|lo|lo|lo|o|o|o|r
o|lo|o|r|o|o|o|o
o|lo|o|o|o|o|r |o
o|lo|r|o|lo|o|r|o
o|lo|lo|lo|o|o|o |+
Rlr|lo|lolr|r|o|lo
o|lo|o|r|r|lo|r|o
o|lr|o|lo|lo|o|o|o

Le programme retourne :

{fl=gl}

{fl=gl, £5=g2}

{fl1=gl1, f2=g3, f5=g2}
{fl1=gl1, f2=g3, f5=g2, f6=g4}
{fl1=gl1, f2=g3, f5=g2, f6=g4}

Mariages impossibles
Les gargons

[ 51]
ont pour amies

[ 11

en infraction avec condition de Hall.
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IT Mariages avec ordre de préférences :

probléeme de Gale Shapley

Position du probléeme

Notations et définitions

On dispose d’un ensemble G de n garcons et d’un ensemble F de n filles. Chaque gargon établit un ordre
strict de préférence des partenaires féminines, chaque fille procéde de méme pour ses partenaires
masculins. Les préférences de chacun et chacune formeront ce que 1’on désignera dans la suite comme une

configuration de préférence. Une configuration de préférence est définie par la donnée pour chaque gargon

g (resp. chaque fille f) d’une liste rangeant toutes les filles (resp. tous les gargons) selon son ordre de
préférence.
Si g est un garcon et si Lf est une liste ou un ensemble de filles :

- La préférée de g parmi les filles de Lf sera désignée par : max, (Lf).

- La moins appréciée de g parmi les filles de Lf sera désignée par : min, (Lf).

Notation similaire pour les filles.

But du jeu

Le but du jeu est de marier chaque garcon & une et seule fille et réciproquement donc de créer un
couplage complet entre G et F. Mais de plus, il convient cette solution respecte « au mieux » les

préférences de chacun et chacune. Le critére retenu pour formaliser ce « au mieux » est la stabilité.
1.Définition
Dans un couplage S on appelle facteur d’instabilité (ou d’infidélité pour rester dans un
vocabulaire conjugal) pour une configuration de préférence donnée un couple (g, f) mnon
marié tel que :
- gpréfere f a sa femme f'
- f préféere g a son marig'
Un couplage est dit stable si et seulement si il ne présente pas de facteur d’instabilité. Il est dit

instable dans le cas contraire

Il existe un algorithme pour résoudre ce probléme en conduisant toujours & une couplage complet stable.

Et comme on le découvrira, cet algorithme posséde en plus des propriétés étonnantes.
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IT Mariages avec ordre de préférences

Algorithme de Gale Shapley

Version scénarisée : ronde des cavaliers

Dans la salle de bal, les n garcons, assis sur leur banc, s’apprétent & rentrer dans la ronde tandis que les
n filles, assises sur leur banc, attendent les propositions.
Tour a tour, un garcon se léve et fait une proposition & la premiére fille selon son ordre de préférence a
laquelle il n’a pas encore fait de propositions. Alors soit :
v Elle est libre : ils dansent ensemble et ils sont (provisoirement) fianceés.
v' Elle est déja fiancée et il y a rivalité :
* Si elle préféere le nouveau venu a son actuel fiancé, elle rompt ses fiangailles, renvoie 'ex sur
son banc et ce fiance avec le nouveau qui danse avec elle.
e Sinon statu quo et le nouveau prétendant retourne sur son banc.
La ronde se poursuit tant que le banc des garcons n’est pas vide. Tous et toutes sont alors fiancés et,

comme dés lors il ne peut plus avoir rupture de fiancailles, on transforme les fiancailles en mariages.

Version plus formalisée

Données :

G : liste des garcons, pour chaque g O G : une liste des filles selon son ordre de
préférence

F : liste des filles, pour chaque : f O F : une liste des garcons selon son ordre
de préférence

Valeurs initiales :
banc_des garcons :=G.
Pour chaque f O F, fiancé(f) := null

Algorithme :
Tant que banc_des garcons non vide Faire :
Début
Choisir un gargon g sur banc_des garcons
Soit f la premiére fille sur sa liste de préférence a laquelle il n’a pas fait de
proposition.
Si fiancé(f )=null alors
fiancé(f)=g
retirer g de banc des garcons

Sinon

Soit g rival := fiancé(f)
Si f préfére g a g _rival alors
fiancé(f) :=g
retirer g de banc_des garcons
renvoyer g rival en banc_des garcons
Fin Si

Fin Sinon

Fin
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Remarque 1

Cette algorithme est non-déterministe : rien est dit sur la fagon de choisir un garcon sur le banc des

gargons. On peut donc s’attendre & des résultats différents selon la maniére d’opérer ce choix.

Remarque 2
Dans cet algorithme, filles et garcons ne jouent pas des roles symétriques : ce sont les gargons qui ont
I'initiative des propositions. Il existe par conséquent une version duale obtenue en échangeant les genres.

Question : cette version initiative aux filles aboutit t’elle aux mémes résultats ?

Remarque 3 :

Dans cet algorithme, les partenaires ne sont pas informés a priori des préférences des autres partenaires.
Ils peuvent, tout juste, aprés coup en découvrir des fragments. Si, Paul voit sa proposition & Anne
refusée, il apprend que 'actuel fiancé d’Anne lui est préféré. Mais comme il ne fera pas une nouvelle
proposition & Anne, cela ne peut guére lui étre utile. Autrement dit les partenaires ne peuvent construire

une stratégie : ils ne sont que les jouets de la ronde.
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Implémentation en Java

La méthode proposée apparieg(..) a comme arguments, la liste des gargons et le tableau associatif de
leur préférences, la liste des filles et le tableau associatif de leur préférences. Elle retourne le couplage

complet stable sous la forme d’un tableau associatif dont les filles sont les clés.

/*Méthode decouplage initiative garcons*/

Map<String,String> apparieg(List<String> garcons, Map<String,List<String>> prefgarcons
List<String> filles, Map<String,List<String>> preffilles)
{

marieeAvec = new TreeMap<>();

List<String> glLibres = new LinkedList<>();

gLibres.addAll(garcons);

int k=garcons.size();

int[] nbprop=new int[k];

for(int i=0;i<k;i++){nbprop[i]=0;}

// tableau servant a mémoriser le nombre de propositions faites par chaque garcon

while(!gLibres.isEmpty())
{
String unGarcon = gLibres.remove(0); //on prend le premier de la liste
List<String> unGarconPreferences = prefgarcons.get(unGarcon);
int j=nbprop[garcons.index0f(unGarcon)];//nb propositions déja faites

String uneFille=unGarconPreferences.get(j);
nbprop[garcons.index0f (unGarcon)]=nbprop[garcons.index0f(unGarcon)]+1;
if(marieeAvec.get(uneFille) == null)
{//1la fille est libre
marieeAvec.put(uneFille,unGarcon);
}
else
{
String autreGarcon = marieeAvec.get(uneFille);
List<String> uneFillePreferences = preffilles.get(uneFille);
if(uneFillePreferences.index0f (unGarcon)
< uneFillePreferences.index0f (autreGarcon))
{//1la fille préfére unGarcon avec celui auquel elle est fiancée
marieeAvec.put(uneFille,unGarcon);
gLibres.add(autreGarcon);
}

else

gLibres.add(unGarcon);

}

}
} //fin boucle
return marieeAvec ;
}//fin méthode
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Analyse de l’algorithme

Remarques préliminaires

Nous allons commencer par toute une série de petites remarques (dont certaine frisent 1’évidence) avant

d’arriver au résultat fondamental.

REMARQUE 1 :

A chaque moment de l’exécution les fiancés forment un couplage.

REMARQUE 2 :
Les gar¢ons font leurs propositions dans l'ordre de préférence décroissantes et ne reformulent jamais une

proposition & une fille.

REMARQUE 3 ;

Une fille, une fois fiancée, ne peut que changer de fiancé pour un prétendant plus conforme a ses veuz.

REMARQUE 4 :

Si un gargon est libre (sur le banc d’attente), il lui reste des propositions a faire.
Si un garcon est libre, une fille ’est aussi d’aprés la remarque 1. Il ne lui a donc pas fait de proposition,

car étant libre, elle n’aurait pu que Paccepter (fit ce provisoirement).

REMARQUE 5 :
L’algorithme se termine en n?® itérations au plus.

A chaque itération un garcon fait une nouvelle proposition et il n’existe que n? propositions possible.

REMARQUE 6 :
L’algorithme se termine sur un couplage complet.
L’algorithme se termine lorsqu’il n’existe plus de gargons libres. Mais alors il n’existe plus de filles libres

et le couplage est complet.

VOCABULAIRE :
Nous dirons qu’'un garcon g est rejeté par une fille f si, au cours de 'algorithme, il se produit une des
situations suivantes : :

v’ g étant flancé avec f se voit évincé au profit d’un autre prétendant qu’elle lui préfere.

v’ g étant libre fait une proposition & f qu’elle refuse lui préférant son actuel fiancé.

Résultat fondamental
Le résultat fondamental est celui démontré par les auteurs de 1’algorithme :
2.Théoréme

Quelque soit la configuration de préférence, L’algorithme de Gale-Shapley se termine toujours

en n? itérations au plus sur un couplage complet stable. Sa complexité est en O(nz).
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DEMONSTRATION :
Soit S le couplage complet (remarque 6) sur lequel l’algorithme termine. Et supposons en effet
I’existence d’un facteur d’infidélité : (g, f) dans S.
Si: g B-r alors : g préfere f a sa femme f' et f préfére g a son marig'.

g B f
Comme g est marié a f' alors qu’il préfere f c’est que, au cours d'une itération précédente, il a été
(Remarque 2) rejeté par f . Mais si elle a rejeté g, elle n’a pu accepter g' plus mal placé que g dans
sa liste de préférence.

2 2 2 . . . .
La remarque 5 assure que la boucle est exécuté au plus n” fois et elle ne contient que des instructions de

N N iz 2 2 ,
colit constant. D’oul la complexité en O(n ) énoncée.

Optimalité de la solution

Pour préciser cette notion d’optimalité, examinons le résultat de ’algorithme (ou plus exactement de ces

deux versions : initiative garcons et initiative) sur un petit exemple (ref : chap2exl.csv) :

Préférences gargons Préférences filles

Alex : [Lulu, Katy, Lucy, Anne, Mado] Anne [Jean, René, Alex, Jack, Paul]
Jack : [Anne, Lucy, Katy, Mado, Lulu] Katy : [Jack, René, Paul, Jean, Alex]
Jean : [Mado, Lulu, Lucy, Katy, Anne] Lucy : [Alex, Jean, René, Jack, Paul]
Paul : [Lulu, Mado, Anne, Lucy, Katy] Lulu : [Paul, René, Alex, Jack, Jean]
René : [Mado, Katy, Lulu, Anne, Lucy] Mado [Jack, Jean, René, Alex, Paul]
Solution initiative garcons Solution initiative filles

* Jack (0) = Anne (3) * Anne (1) = René (3)

* René (1) = Katy (1) * Katy (0) = Jack (2)

* Alex (2) = Lucy (0) * Lucy (0) = Alex (2)

* Paul (0) = Lulu (0) * Lulu (0) = Paul (0)

* Jean (0) = Mado (1) * Mado (1) = Jean (0)

Solution stable Solution stable

Regrets garcgons : 3 Regrets garcgons : 7

Regrets filles : 5 Regrets filles : 2

Observons, en particulier, le nombre indiqué entre parenthéses aprés le nom de chacunfe]. Il exprime son
« regret » quant au conjoint attribué par l'algorithme. On définit le regret d’une personne dans un
mariage comme le rang, dans sa liste de préférence, du conjoint attribué moins 1. Ainsi, dans la solution
initiative garcons, Jean est bien servi puisque Mado est son premier choix : son regret est 0. Mado un
peu moins puisque, Jean étant son deuxiéme choix, a pour regret 1. 'Ce que 'on peut remarquer, sur cet
exemple et sur beaucoup d’autres, c’est que dans la solution initiative gargons, ces derniers totalisent
moins de regrets que les filles tandis que c’est l'inverse dans la solution initiative filles. Mais est-ce
toujours le cas? En fait les choses sont plus subtiles. Voici un autre petit exemple (ref

chap2ex2.csv) :
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Préférences gargons Préférences filles

Alex : [Katy, Anne, Lucy, Lulu, Mado] Anne [Paul, René, Jean, Alex, Jack]
Jack : [Lulu, Lucy, Mado, Anne, Katy] Katy : [Jack, René, Paul, Alex, Jean]
Jean : [Lulu, Katy, Lucy, Mado, Anne] Lucy : [Jack, Alex, Jean, René, Paul]
Paul : [Lulu, Anne, Lucy, Katy, Mado] Lulu : [Jean, René, Alex, Jack, Paul]
René : [Katy, Lucy, Anne, Lulu, Mado] Mado : [Paul, Jean, Alex, Jack, René]
Solution initiative garcons Solution initiative filles

* Paul (1) = Anne (0) * Anne (0) = Paul (1)

* René (0) = Katy (1) * Katy (1) = René (0)

* Jack (1) = Lucy (0) * Lucy (0) = Jack (1)

* Jean (0) = Lulu (0) * Lulu (0) = Jean (0)

* Alex (4) = Mado (2) * Mado (2) = Alex (4)

Solution stable Solution stable

Regrets garcgons : 6 Regrets gargons : 6

Regrets filles : 3 Regrets filles : 3

Cette fois dans les deux algorithmes, qui donnent, par ailleurs, la méme solution, les garcons totalisent
plus de regrets que les filles.

Ces deux exemples montrent qu’on ne peut fonder I'optimalité uniquement sur les regrets et conduisent a
la formuler ainsi :

Une solution est optimale pour les gargons si toute tentative d’un gargon pour améliorer le rang de sa
conjointe détruirait la stabilité.

Si, par exemple, Alex (4) proposait & Jack (1)d’échanger leurs épouses, on obtiendrait :
* Alex (2) Lucy (1)
* Jack (2) = Mado (3)

Et les regrets des gargons diminueraient de 1. Mais alors Jack et Lucy seraient facteur d’instabilité :
Jack préfére Lucy 4 Mado et Lucy préfére Jack a Alex.

Il convient de préciser tout cela :
3.Définitions

v' Une fille f et un garcon g sont des partenaires valides si et seulement si il existe un

couplage complet stable dans lequel f et g sont mariés.

v best(g) désigne la mieux placée dans l'ordre des préférences de g de ses partenaires
valides.

v Se ={(g.best(g)/ g OG} .

v’ worth(g) désigne la moins bien placée dans lordre des préférences de g de ses
partenaires valides.

v Se™ ={(g.worth(g)/ g OG} .

v' En inversant les genres on obtient les définitions similaires du point de vue des filles.

REMARQUE : & ce stade rien ne dit que S5 est un couplage stable. On ne peut méme pas affirmer qu'’il

s’agit d’un couplage : rien n’interdit, & priori, que deux gargons puissent avoir la méme partenaire valide

préférée. L’énoncé suivant a donc le sel de 'inattendu :

4.Théoréme

L’algorithme de Gale-Shapley initiative gar¢ons retourne toujours comme résultat Si™ .
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COMMENTAIRES :

Avant de passer & la démonstration soulignons deux points :

v

v

Une premiére conséquence de ce théoréme est que S(hf” est un couplage complet stable qui est le
meilleur possible pour les garcons.

Lors d’une remarque précédente, le caractére non-déterministe de l'algorithme avait été souligné.
Une deuxiéme conséquence de ce théoréme est que le résultat, lui, est completement
déterminisme : quelque soit la stratégie adoptée pour « choisir un gargcon » le résultat est

: best
toujours S5 .

La démonstration va commencer par le lemme suivant :

5.Lemme

S1

au cours de l’algorithme initiative garcons, un garcon est rejeté par une fille, alors ils ne

sont pas des partenaires valides.

DEMONSTRATION DU LEMME :

Récurrence sur le rang k de l'itération.

Vrai pour k=1 : a la premiére itération toutes les filles étant libres, il ne peut y avoir de rejets.

Supposons le résultat vrai jusqu’a la k™ itération. La (k+1)*™ voit un garcon g faire une

proposition & une fille f .

Si cette fille est libre, elle accepte la proposition et le résultat reste vraie.

Dans le cas ou elle a un fiancé g', il y a rivalité et un rejet s’en suivra. Examinons les deux cas de

figure” :

1.

f conserve son fiancé g' et rejette donc g. Montrons que f et g ne peuvent étre des
partenaires valides. Si c’était le cas, il existerait un couplage complet stable S tel que f et g ¥y
soient mariés. Dans ce couplage S, g' serait, lui, marié¢ avec f'. On a donc dans S :
{g 8- f . On sait que f préfere g' a g (puisqu’elle le garde). Donc g' préfere f' a f sinon
g <o f'

il y aurait instabilité. Donc g' aurait alors fait antérieurement une proposition a f' et f' aurait
rejeté g' sinon il ne se trouverait pas, a cette étape, fiancé a f . Mais alors, par application de
I’hypothése de récurrence, g' et f' ne seraient pas des partenaires valides et ne pourraient donc
pas figurer dans S .

f évince son fiancé g' au profit de g. Montrons que f et g' ne peuvent étre des partenaires
valides. Si c’était le cas, il existerait un couplage complet stable S tel que f et g' y soient
g <O~ f
g0 g

mariés. Dans ce couplage S, g' serait, lui, marié avec f'. On a donc dans S : { On

sait que f préfere g a g' qu’elle rejette. Donc g préfere f' a f sinon, il y aurait instabilité.
Donc g aurait fait antérieurement une proposition & f' et f' aurait rejeté g’ sinon il ne serait

pas amené ultérieurement & faire une proposition a f . Mais alors, par application de I’hypothése

7 En fait les raisonnements dans les deux cas de figure sont similaires.
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de récurrence, g et f' ne seraient pas des partenaires valides et ne pourraient donc pas figurer

dans S.

DEMONSTRATION DU THEOREME :
Soit S le résultat de l’algorithme de Gale-Shapley (initiative gargons), et (g, f)OS . Supposons qu’il
existe une partenaire valide f' de g qu’il préfere & f . g a donc fait une proposition a f' et celle-ci a

rejeté g . Mais dans ce cas, le lemme dit que f' et g ne peuvent étre des partenaires valides.

6.Corollaire

St f =best(g), alors g=worth(f). Le meilleur résultat pour les garcons est le pire pour les

filles : S& =spo™ .

DEMONSTRATION :

Soit (g, f )DSZ”’ donc f =best(g). Supposons que g n’est pas le pire partenaire valide de f : il existe
donc g' un partenaire valide de f auquel elle préfere g . Par conséquent il existe un couplage complet
stable S dans lequel g' et f sont mariés. Dans ce couplage S, g est mari¢ a f'.

g <0~ f

g B f'

Mais g préfere f a f' puisque f =best(g) et f préfere g a g'. Ce qui contredit la stabilité de S.

On a donc dans S : {

Donc : g =worth(f).
Pa dualité on a les résultats correspondants pour ’algorithme initiative filles. Pour résumer :
v' Algorithme initiative garcons retourne : So* =Sy
v Algorithme initiative filles retourne : S5 =53
De quoi enflammer la guerre des genres, mais ce qu’il importe de retenir c’est que linitiative est

récompensée...
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Vue d’ensemble des solutions

Combiner des solutions

L’algorithme de Gale-Shapley est donc extrémiste, il avantage outrageusement le groupe ayant
Iinitiative. De ce constat, germe l'idée d’une solution de compromis qui, pourrait étre peut étre
construite a partir des deux extrémes. On va effectivement découvrir qu’a partir de deux couplages
complets stables S, S, on peut en fabriquer d’autres. Une idée simple est la suivante : attribuer a chaque
garcon comme épouse celle qu’il préfére entre son épouse de S, et son épouse de §, ou encore sa variante
duale : attribuer a chaque fille comme époux celui qu’elle préfére entre son époux de S, et son époux de
S, . Mais, pour simples qu’elles soient ces suggestions posent le probleme suivant : produisent elles des
couplages complets stables 7 Rien & priori ne garantit contre les collisions qui pourraient se produire si

deux garcgons élisaient la méme préférée... Auquel cas, le résultat ne serait méme pas un couplage.

7.Définition
Soit S, et S, deux couplages complets stables. On note
- fi(g) la femme de g dans S,
- f,(g) la femme de g dans S,
On définit alors S, 0S8, par : S, 0S, ={(g,maxg(fl(g),f2(g))/gDG}

L’énoncé suivant va dissiper les doutes formulés plus hauts.

8. Proposition

St S,, S, sont deux couplages complets stables, S, S, l’est aussi.

DEMONSTRATION :
1. §, 0S8, est un couplage.
Supposons que 2 garcons g et g' élisent la méme préférée f. Comme g et g' ne peuvent avoir la
méme femme dans un méme couplage, cela veut dire que f serait la femme de 1'un, disons de g dans
S, et la femme de g' dans S,. Si on désigne par f, la femme de g dans S, et f;' la femme de g' dans
S, la situation peut étre résumée par le schéma suivant ou la préférée commune aux deux garcons est
soulignée :

5 S 8 o i

feBiog B ff
Comme S, est stable et que g’ préfere f a f', f ne peut préférer g' & g sinon il y aurait instabilite.
Donc f préfere g a g'.
Comme S, est stable et que g préfere f a f,, f ne peut préférer g & g' sinon il y aurait instabilité.
Donc f préfere g' a g . Contradiction.
2. 5, 0S8, est un couplage complet

Comme S, [0S, est un couplage et que tous les garcons y participent toutes les filles aussi.
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3. 8§, 0S8, est un couplage complet stable
Soit la situation suivante :
fa B 8 B hi
ety By
Alors dans S, 0S,, on a:
g B - max (fl,fz)
P fnic N max - (£, 1)
Supposons que max ( it ) =f, et que (g, fl') soit facteur d’instabilité de S, 0S,. Alors :
- g préfere f a max, (fl,fz) donc a f,
- f] préfere g a g’
ce qui contredirait la stabilité de ;.

. . . . r 1\ — pr
Raisonnement similaire si max,, ( fis fz) =f

Pour chacun des gargons, S, [JS, est solution au moins aussi favorable, sur le plan des regrets, a ce
qu’offrait les solutions S, ou §, : le rang de son épouse ne pouvant que s’améliorer. Mais pour les filles

c’est pire !

9. Proposition
Soit une fille f avec f ~Pi-g et f B -g,, alors f <81 - min, (g, g,).
Autrement dit, dans S,0S,, chaque fille se retrouve mariée avec le moins apprécié de ses

maris dans S, et S, .

DEMONSTRATION :

Avec les notations de I’énoncé. Si g, =g, le résultat est manifestement vrai.
freBog B f

fBog 2 < L fi

Remarquons d’abord que dans S, [S,, f ne peut étre mari¢ qu’avec un garcon a laquelle elle était

Si g, #g,, on a la situation suivante : {

marié¢ dans S, ou §, donc soit & g, soit a g,.

Sif P@Eﬁagl c’est que g, préfere f a f,. Mais alors f ne peut préférer g, a g, sans ruiner la
stabilité de S, .

Si f B 8,, la stabilité de S, montre, de la méme facon qu’elle préfere g, .

Pour rétablir I’équilibre des sexes on définit de méme S, 0S, comme offrant le meilleur choix pour

chaque fille entre celui de S, et S, (et le pire pour les gargons).

DECEPTION :
Si on applique cela aux solutions fournies par ’algorithme selon ses deux versions cela n’apporte rien :
bes best — qbes bes best _ gbes
ST OSFT =87 et SF OSF =87
En effet, Ioptimalité de S (pour les garcons) et de Si (pour les filles) entraine que pour tout

couplage complet stable S : S& 08 =52 et S OSL =80,
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Le treillis des solutions ¥

La lecture de ce paragraphe requiére quelques notions au sujet des treillis.
S Tensemble des couplages complets stables pour une configuration de préférences donnée est donc muni

de deux opérations : L, LI et on a le résultat suivant :

10.Proposition
(S, 0, D) est un treillis distributif dont ’élément maximum est SF et I’élément minimum est
Sworth
s

DEMONSTRATION

Un treillis distributif doit vérifier les propriétés suivantes :

1. Idempotence : OSOS:S0S=S,50S=S

2. Commutativité : 0S,,5,058:S, 0S8, =S, 0S,, S, 05, =S, 08,

3. Associativité : 0S,, S,,5;08:8, 0(S, 0S;) =(s, 08,) 08, S, O(S, 0S;) =(s, OS,) O,

4. Absorption : 0S,,8,08:5, 0(S, 0S,) =S, 5, O(s, 0S,) =S,

5. Distributivité : 0S,, S,, S, 05:8, 0(S, 0S;) =(S, 0S,) O(s, 0S,). S, O(S, 0S,) =(s, OS,) O(S, OS,)

Il suffit, en fait, de démontrer 2, 3, 4, et la moitié de 5, puisque le 2 et 'autre moitié de 5 s’en déduisent.
Ces démonstrations consistent, & chaque fois, a vérifier 1’égalité de deux couplages, ce qui s’effectue
« ponctuellement » en vérifiant que pour chacun d’entre eux ’épouse de chaque gargon est la méme (ou
I'inverse). Cela ne présente pas de difficultés® mais c’est plutot répétitif et quelque peu fastidieux. Nous
nous limiterons a donner ’exemple de I’absorption : §, D(S1 DSZ) =S,.

Soit gG, f; son épouse dans S, f, son épouse dans S, . Son épouse dans S, [JS, est : min, ( fis fz) et

son épouse dans S, D(S1 DSZ) est : max, (fl, min, (fl,fz)). Alors de deux choses 'une :
v’ g préfere f; a f,. Dans ce cas max, (fl,ming (fl,fz))=maxg (fl,f2)=f1
v’ g préfere f, & f,. Dans ce cas maxg(fl,ming(fl,fz))=maxg (fl,fl)=f1

Enfin, selon la remarque « DECEPTION » faite ci-dessus, I’élément maximum et 1’élément minimum du

treillis sont bien ceux indiqués.

REMARQUE :
Si, comme c’est le cas ici, le treillis est défini algébriquement par les deux opérations L, LI, la relation
d’ordre (partiel en général) s’en déduit par :

$, 28, = 8§ =508, = S5,=8 0,
Concrétement, cela signifie que passant de la solution S, a la solution §,, chaque garcon ne peut que
voir son regret diminuer : soit il conserve la méme épouse, soit il préfére la nouvelle. Mais pour les filles

c’est 'inverse : elles ne peuvent voir que leur regret augmenter.

8 11 suffit de fait d’appliquer & chaque fois la propriété correspondante de min et max sur un ensemble

totalement ordonné.
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EXEMPLE :

Soit la configuration de préférence (ref : chap2ex3a.csv) :

Préférences gargons Préférences filles

gl : [fl, £f2, £3, f4] f1l [g2, g3, g4, gll]
g2 : [f2, f1, f4, £3] f2 (g3, g4, gl, g2]
g3 : [f3, f4, f1, f2] £f3 : [g4, gl, g2, g3]
gd : [f4, £3, f1, f£2] f4 [gl, g2, g3, g4l

Parmi les !4 =24 couplages possibles, 5 sont stables, le treillis des solutions peut étre représenté ainsi :

Les nombres entre parenthéses indiquent le regret de chacun dans la solution.

Solution A
Sw(mh: gl (0) g2(0) g3(0) g4(0) :Sbest
.///////i////!f1(3) £2(3) £3(3) £4(3) ,\\!i\\\\\\\\\.
Solution B1 Solution B2
gl (0) g2(0) g4(1l) g3(1) g2(1l) gl(l) g3(0) g4(0)
£1(3) £2(3) £3(0) f4(2) £f1(0) f£2(2) £3(3) f4(3)
Solution C

g2(1) gl(1) g4(1) g3(1)
£1(0) f2(2) £3(0) £4(2)

Solution D
Sbest: g2 (1) g3(3) g4(1l) gl(3) :Sworth
: £1(0) £2(0) £3(0) £4(0) G

A la recherche d’autres solutions

Les considérations précédentes ne manquent certes pas d’intérét théorique, mais ne fournissent aucune
méthode effective susceptible d’aboutir & d’autres solutions que les solutions extrémes. Voici, par
anticipation, une méthode pratique pour y parvenir. Par anticipation, car elle repose :

1. Sur la possibilité d’utiliser I'algorithme de Gale-Shapley avec des configurations de préférences
incomplétes, point de vue qui sera développée dans le chapitre III.

2. Sur I’étape 2 de l'algorithme d’Irving, pendant de ’algorithme de Gale-Shapley pour le probléme
dit des colocataires, variante non sexuée du probléme des mariages. Ce probléme fait 1’objet du
chapitre IV.

Néanmoins, ’exposé qui va suivre étant essentiellement pratique, il est loisible de le parcourir sans avoir
abordé préalablement les chapitres III et TV.
Partant de ’exemple précédent, ’application algorithme de Gale-Shapley va fournir :

v" Dans la version initiative gar¢ons, pour chaque garcon g sa meilleure partenaire valide best(g)

v" Dans la version initiative filles, pour chaque fille f son meilleur partenaire valide best(f).

Il se trouve de plus que, selon le corollaire 6 que : f =best(g) = g =worth(f). Voici la configuration de

préférences ou l'on fait apparaitre pour chacun[e] meilleur[e] et pire partenaire valide :
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Préférences gargons Préférences filles

gl [f1, f2, £3, f4] fl (92, 93, g4, gl]
g2 [f2, f1, f4, £3] f2 [g3, g4, gl, g2]
g3 : [£3, f4, f1, £2] £f3 : [g94, gl, g2, g3]
g4 [f4, £3, f1, f2] f4 [gl, g2, g3, g4]

Rouge : meilleur[e] partenaire valide ; Vert : pire partenaire valide

Etape 1 : réduction des préférences

Pour chaque partenaire x, tous les y situés dans sa liste de préférences avant best(x) ou aprés worth(g)
ne sont pas des partenaires valides pour x et réciproquement. On élimine donc alors y de la liste de x

et symétriquement x de la liste de y. Ce qui meéne & :

Préférences réduites (ref : chap2ex3b.csv)
Préférences gargons Préférences filles
gl [f1, f2, £3, f4] f1 (g2, g3, gl]
g2 [(£2, f£1] f2 (93, gl, g2]
g3 [£3, f4, f1, f2] £3 [g4, gl, g3]
g4 [£4, £3] f4 (g1, 93, g4]

On peut observer que cette liste posséde les deux propriétés de symétrie suivantes et il est facile de voir
pourquoi :
v'  x appartient a liste de y si et seulement si y appartient a liste de x

v x est a la téte de la liste de y si et seulement si y est a la queue de la liste de x

Etape 2 : application de Ualgorithme

Par anticipation, on se donne I’autorisation d’user de l'algorithme de Gale-Shapley sur cette liste réduite.

Voici le résultat :

Initiative garcons Initiatives filles
* gl = f1 * f1 = g2
* g2 = f2 * f2 = g3
* g3 = £3 * £3 = g4
* g4 = f4 * f£4 = gl
Solution stable Solution stable

Déception : on retrouve les deux solutions extrémes A et D déja fournies par I'application de ’algorithme
sur les préférences complétes. Mais résultat logique : ayant supprimé des listes de préférences des
partenaires non valides, on a seulement simplifié le déroulement de l’algorithme. Des propositions qui
auraient été refusées ou révoqués au cours de ’algorithme sur les préférences complétes ne se font pas sur

les préférences réduites.

L’idée (que l'on retrouvera a la deuxiéme étape de l'algorithme d’Irving au chapitre IV) est alors de
supprimer unle] partenaire de la liste réduite pour contraindre ’algorithme a débusquer de nouvelles
solutions.

Plus précisément, on choisit un partenaire x dont la liste réduite contient au moins 2 éléments et on
¢élimine de sa liste un partenaire y qui peut étre soit best(x) soit worth(x) et symétriquement on élimine

x de la liste de y. Par exemple :
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Préférences réduites + élimination de £1 et gl (ref : chap2ex3c.csv)
Préférences gargons Préférences filles
gl : [£+, £2, £3, f4] fl (92, 93, %]
g2 : [f2, f1] f2 (93, g1, g2]
g3 : [£3, f4, f1, f£2] £f3 : [g4, gl, g3]
g4 : [f4, £3] f4 (91, g3, g4]

En appliquant 'algorithme, suivant ces deux versions on obtient :

Initiative garcons Initiatives filles

* g2 (1) = £f1 (0) * £f1 (0) = g2 (1)

* gl (0) = £f2 (1) * £2 (0) = g3 (3)

* g3 (0) = £3 (2) * £3 (0) = g4 (1)

* g4 (0) = £4 (2) * £4 (0) = gl (2)
Solution stable Solution stable

La solution initiative filles est la solution optimale filles, mais la solution initiative garcons est

« nouvelle ». elle correspond a la solution B2 du treillis.
En choisissant d’éliminer d’autres paires, on obtient d’autres solutions stables. Ainsi :

En éliminant £4 de la liste de gl et gl de la liste de £4 (ref : chap2ex3d.csv), l'algorithme initiative

gargons donne la solution B2, I’algorithme initiative filles donne la solution C.

En éliminant £1 de la liste de g2 et g2 de la liste de £1 (ref : chap2ex3e.csv), l'algorithme initiative

garcons donne la solution B1.
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Probléeme : répartition d’étudiants dans des universités

Une présentation traditionnelle de ce probléme est la suivante : k universités : U,,---,U, proposent des

places pour n étudiants : E|,---, E, . L'université U, offre n, places et, pour ne laisser aucun étudiant sans

affectation, on suppose que n=n +---+n,. On se raméne au probléme précédent en répétant chaque

université autant qu’elle a de places a pourvoir

EXEMPLE :

Les trois universités de Rennes, Brest, Lorient proposent respectivement 5, 3, 2 places a 10 étudiants

(E,,---, E,,. La configuration des préférences est la suivante :

Préférences universités

Rennes [E2; E3; E4; E1; E10; E8; E5; E9; E7
Brest [E2; E7; E10; E9; E6; El; E8; E4; Eb5
Lorient [El; E2; E4; E3; E5; E6; E7; E8; E9;

Préférences étudiants

; E6] E1l [Brest; Lorient; Rennes]

; E3] E2 [Brest; Rennes; Lorient]

E10] E3 [Lorient; Brest; Rennes]
E4 [Rennes; Lorient; Brest]
E5 [Rennes; Brest; Lorient]
E6 [Lorient; Rennes; Brest]
E7 [Rennes; Brest; Lorient]
E8 [Lorient; Rennes; Brest]
E9 [Lorient; Brest; Rennes]
E10 [Rennes; Brest; Lorient]

Rennes est alors déclinée en R1, R2, R3, R4, R5 ; Brest en B1, B2, B3 ; Lorient en L1, L2 pour obtenir

une configuration de préférences pour 10 étudiants et

10 places (ref chap2ex4.csv)

Préférences universités Préférences étudiants
R1 [E2, E3, E4, E1, E10, E8, E5, E9, E7, E6] El [B1, B2, B3, L1, L2, R1l, R2, R3, R4, R5]
R2 : [E2, E3, E4, El, E10, E8, E5, E9, E7, E6] E2 : [Bl, B2, B3, Rl, R2, R3, R4, R5, L1, L2]
R3 : [E2, E3, E4, El, E10, E8, E5, E9, E7, E6] E3 : [L1, L2, Bl, B2, B3, Rl, R2, R3, R4, R5]
R4 [E2, E3, E4, E1, E10, E8, E5, E9, E7, E6] E4 [R1, R2, R3, R4, R5, L1, L2, Bl, B2, B3]
R5 [E2, E3, E4, E1, E10, E8, E5, E9, E7, E6] E5 [R1, R2, R3, R4, R5, Bl, B2, B3, L1, L2]
Bl : [E2, E7, E10, E9, E6, El, E8, E4, E5, E3] E6 : [Ll, L2, Rl, R2, R3, R4, R5, Bl, B2, B3]
B2 : [E2, E7, E10, E9, E6, El, E8, E4, E5, E3] E7 : [Rl, R2, R3, R4, R5, Bl, B2, B3, L1, L2]
B3 : [E2, E7, E10, E9, E6, El, E8, E4, E5, E3] ES : [L1, L2, Rl, R2, R3, R4, R5, Bl, B2, B3]
L1 [El, E2, E4, E3, E5, E6, E7, E8, E9, E10] E9 : [Ll1, L2, Bl, B2, B3, R1, R2, R3, R4, R5]
L2 [El, E2, E4, E3, E5, E6, E7, E8, E9, E10] E10: [Rl, R2, R3, R4, R5, Bl, B2, B3, L1, L2]
REMARQUES :
v" Toutes les déclinaisons d’'une méme université ont le méme ordre de préférence.
v" Dans lordre de préférence de chaque étudiant, chaque université est déclinée selon le nombre de

places offertes.

L’application de ’algorithme de Gale Shapley donne alors :

Solution initiative universités
Ll El

* R2 E10

* Bl E2

* L2 E3

* R1 E4

* R4 E5

* B3 E6

* R5 E7

* R3 E8

* B2 E9

Solution stable

Solution initiative étudiants
E2 Bl

* E9 B2

* E1 B3

* E3 L1

* E6 L2

* E4 R1

* E10 R2

* E8 R3

* E5 R4

* E7 R5

Solution stable

Et, aprés avoir aboli les

déclinaisons arbitraires de chaque université, on obtient finalement :

Solution initiative universités
* Rennes E4, E5, E7, E8, E10
* Brest E2, E6, E9*

Solution initiative étudiants
* Rennes E4, E5, E7, E8, E10
* Brest E2, E1, E9
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* Lorient : E1, E3 |* Lorient : E6, E3
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III Mariages avec préférences incompléetes

Cette situation synthétise le probléeme de Hall ou chaque partenaire avait une liste de partenaires
admissibles mais sans ordre de préférences et le probléme de Gale-Shapley ou tous les partenaires sont
admissibles mais rangés par ordre de préférence.
Dans le probléme des préférences incomplétes :

v" Chaque gar¢on g a une liste de partenaires admissibles L(g) 0 F rangées par ordre de préférence.

v' Chaque fille f a une liste de partenaires admissibles L(f) O G rangés par ordre de préférence.
A Dencontre du probleme de Hall, le probleme des préférences incomplétes n’inclut pas, a priori, de
clause de réciprocité : Jules peut, par exemple, admettre Mado sans que Mado ’admette. Mais il semble
raisonnable de compléter la notion de stabilité d’un couplage § par 'exigence suivante qui exclut les
mariages forcés :

Pour tout g ~Fl= 7, gOL(f) et fOL(g)

Cette derniére exigence, améne a réviser la non réciprocité et a rayer Mado de la liste de Jules puisque,
faute de 'agrément de Mado, Jules ne peut espérer épouser cette derniére.

Une voie pour traiter cette nouvelle situation consiste & se ramener au cas des préférences complétes.

Compléter des préférences incomplétes

Soit P, une configuration de préférences incomplétes. L’idée repose sur l’apparition de deux partenaires
« fantdmes » : un garcon gf et une fille ff .
v' La liste de préférence de chaque garcon est alors complétée par ff suivie dans un ordre
quelconque des partenaires non admissibles.
v" La liste de préférence de chaque fille est alors complétée par gf suivi dans un ordre quelconque
des partenaires non admissibles.
v' La liste de préférence de gf commence par les filles « réelles » dans un ordre quelconque et se
termine par ff .
v' La liste de préférence de ff commence par les garcons « réels » dans un ordre quelconque et se
termine par gf .
On obtient ainsi une configuration de préférences complétes comprenant deux partenaires fantdmes

supplémentaires P. concernant G D{gf} et F D{ ]ff}
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Exemple :
Configuration incompléte P (ref : chap3exla.csv)
g p i
Préférences gargons Préférences filles
Paul [Lulu, Anne] Katy [Jack, Paul, Alex, Jean]
Jean [Lulu, Katy, Anne] Lucy [Jack, Alex]
Alex [Katy, Anne, Lucy, Lulu] Anne [Paul, Alex, Jack]
Jack [Lulu, Lucy, Katyl Lulu [Jean, Jack, Paul]
Configuration complétée P. (ref : chap3exlb.csv)
g P ¢
Préférences gargons Préférences filles
Paul [Lulu, Anne, ff, Katy, Lucyl Katy [Jack, Paul, Alex, Jean, gf]
Jean [Lulu, Katy, Anne, ff, Lucyl Lucy [Jack, Alex, gf, Jean, Paull]
Alex [Katy, Anne, Lucy, Lulu, ff] Anne : [Paul, Alex, Jack, gf, Jean]
Jack [Lulu, Lucy, Katy, ff, Anne] Lulu [Jean, Jack, Paul, gf, Alex]
gf [Katy, Anne, Lucy, Lulu, ff] ff [Jack, Paul, Alex, Jean, gf]

Sachant que l’algorithme fondamental fournit un couplage complet stable pour P. que peut on en
déduire pour P 7 Si les deux fantémes ne sont pas mariés I'un a ’autre dans S, , alors il existe gG tel
que g P N ff - Mais ce couple ne saurait convenir pour P qui n’inclut pas les fantémes. On peut donc

énoncer :

1.Proposition

Soit S, un couplage complet stable pour P.. On peut en déduire un couplage complet S, pour
P, si et seulement si : gf <& - ff . Auquel cas S, =S, ~{(gf. )} -

Mais rien ne garantit, a priori, la stabilité de ce couplage S;.

2.Proposition

P

c

S. est un couplage complet stable pour P., si et seulement si S, est un couplage complet stable

pour P.

DEMONSTRATION
Si S, est un couplage complet stable pour P., alors les couples (hors fantomes) étant les mémes dans les
deux couplages, S; ne présentera pas de facteurs d’instabilité si S, en est dépourvu.
Il reste cependant & prouver que S, est exempt de mariages forcés. Supposons qu’il existe g B tel
que f ne soit pas admissible pour g . On aurait alors :
g-0-f

&f <8 ff
Mais si f n’est pas admissible pour g, alors dans P., g préfere ff a f . Et, par ailleurs, ff préfere
g & gf qui est son dernier choix. (g, ff) constituerait alors un facteur d’instabilité pour S, .
Le méme raisonnement s’applique si c’est g qui n’est pas admissible pour f .
Réciproquement, si S; est un couplage complet stable pour P. Supposons que g et f constituent un

facteur d’instabilité pour P, .
v

v

Si g et f ne sont pas fantéomes, alors il serait aussi facteur d’instabilité pour P.
Si 'un des deux est fantome, disons g = gf , alors f préférerait gf a son mari g'. Mais, si f est
mariée avec g' dans S, alors ce dernier est admissible pour f et dans la liste complétée des

préférences de f il figure avant gf .
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Enfin cette derniére proposition, montre que le mariage ou non des fantdémes n’est pas lié a une solution

particuliére.

3. Proposition

S’il existe un couplage complet stable S. pour P. avec gf —FY - ff , alors il en est de méme

pour toutes les solutions stables de P. .

DEMONSTRATION :

Appliquons ’algorithme initiative gargons & P, , pour obtenir S5, alors de deux choses I'une :

1. Soit gf s’y voit marié avec ff . Sachant que la solution S(hf‘” est la meilleure possible pour chaque
garcon, on en déduit que ff est la meilleure partenaire valide de gf . Mais par ailleurs, elle est son
dernier choix. C’est donc sa seule partenaire valide et dans tous les couplages complets stables
& B~ ff

2. Soit gf n’est pas marié avec ff . Ils ont alors chacun leur conjoint et donc, il existe g0G et fOF

best.

tels que : gf ~B¥ L f g 0. ff . Comme S)*" =8y°™ g est le pire partenaire admissible de ff .
FEt comme gf est son dernier choix, dans aucun couplage complet stable, elle ne peut se retrouver

marié avec lui.

Dans la pratique, il suffit donc d’appliquer I'algorithme aux préférences complétées P.. Si dans le résultat
obtenue les deux fantomes sont mariés, on en déduit un couplage complet stable pour les préférences
incompletes P.. Sinon, comme il en est de méme pour tous les couplages complets stables de P, pas

d’espoir d’obtenir un couplage complet stable de P.

Exemple :

Si 'on applique 'algorithme a la configuration de préférence P, donnée en exemple en amont, les deux

variantes donnent la méme solution :

Solution initiative garcgons Solution initiative filles
* Paul (1) = Anne (0) * Paul (1) = Anne (0)

* Jean (0) = Lulu (0) * Jean (0) = Lulu (0)

* Alex (0) = Katy (2) * Alex (0) = Katy (2)

* Jack (1) = Lucy (0) * Jack (1) = Lucy (0)

* gf (4) ff (4) * gf (4) ff (4)
Solution stable Solution stable

Regrets garcgons : 6 Regrets gargons : 6
Regrets filles : 6 Regrets filles : 6

Dans cet exemple, malgré les restrictions des préférences, il existe un couplage complet stable. Mais que
faire lorsque la condition nécessaire et suffisante, & savoir le mariage mutuel des « fantomes » n’est pas
vérifie 7 Puisque les préférences sont incomplétes, on peut se résoudre alors a chercher un couplage
stable, certes, mais incomplet dans la mesure ou il laissera certains partenaires célibataires. Ce qui ouvre

une deuxiéme voie pour résoudre ce probléme.

Recherche d’'un couplage incomplet stable

Un couplage incomplet va donc laisser des individus célibataires. Mais bien qu’exclus[e]s du couplage, ces

derniers contribuent a la stabilité (ou non) : on applique la définition en considérant que tout célibataire
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est mariéfe| avec lui-méme et qu'’il préféere tout partenaire admissible & lui méme. Pour bien préciser ce
point :
v Un gargon g et une fille f tous deux célibataires et mutuellement admissibles constituent un
facteur d’instabilité.
v" Un garcon g marié a une fille f et une célibataire f' constituent un facteur d’instabilité si g
préfere ' a f .
v' Une fille f mariée & un gargon g et un célibataire g’ constituent un facteur d’instabilité si f
préfere g' a g.
On peut s’étonner de ne pas voir préciser dans cette recherche d’un couplage incomplet le souhait
d’obtenir un nombre minimal de célibataires. Mais la proposition suivante, plutét inattendue, répond a

cette interrogation.

4.Proposition :
Soit une configuration de préférence incompléte, alors les célibataires sont les mémes dans

tout couplage stable.

DEMONSTRATION (d’aprés Dominique Dumont)
Soit S;, S, deux couplages stables. Nous dirons qu’un partenaire préfére strictement S, a S, si il est
marié dans S, et préfére son conjoint dans S, & son conjoint dans S, (qui peut étre éventuellement lui-
méme si il est célibataire dans S, ). Notons :

- G(S,)) ensemble des garcons qui préferent strictement S,

- F(S,) l'ensemble des filles qui préferent strictement S, .
Nous allons montrer qu’il existe une bijection entre G(S,) et F(S,).
Soit g OG(S,), g est donc marié dans S, a une fille f : g ~f1. f. Dans S, g et f peuvent, a priori,
se trouver mariés ou célibataires. Deux cas contreviennent a la stabilité de §, :

1. Dans S,, g et f sont tous deux célibataires. Mais, mariés dans S, ils sont donc mutuellement
admissibles et constitueraient dés lors un facteur d’instabilité pour S, .

2. Dans S,,g est marié & une fille f' (g B o f') et f est célibataire. Mais, g préfere
strictement S, & S,. Donc, il préfere strictement f a f'. Mais alors g et f constituent un
facteur d’instabilité pour S, .

Donc f est nécessairement mariée dans S, a4 un garcon g' (g' <P - f). De plus, elle préfere
strictement ce garcon g' & g. Dans I’hypothése contraire, que g soit dans S, célibataire ou marié
(auquel cas il 'est avec une fille a laquelle il préfere f), g et f seraient facteur d’instabilité de S, .
Donc fUF(S,). La polyandrie étant exclue, ’application g+ f qui a tout garcon de G(S,) associe sa
femme dans S, est une injection de G(S,) dans F(S,). Un raisonnement symétrique permet de conclure
que lapplication f'+> g' qui a toute fille de F(S,) associe son mari dans S, est une injection de F(S,)
dans G(S,). Ces deux ensembles ont donc méme cardinal et les deux injections sont donc des bijections.
Il s’en suit que tout garcon de G(S,) est marié dans S, a une fille de F(S,) et que toute fille de F(S,)
est mariée dans S, avec un garcon de G(S,).

Soit alors g un garcon célibataire dans §,. Si il est mari¢ dans S, il préfere strictement S, et
appartient a G(S;). Mais alors il serait mari¢ dans S,. Il est donc aussi célibataire dans ;.

Raisonnement identique pour les filles.
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Application de l’algorithme de Gale Shapley

Dans une configuration de préférence incompléte, a priori, chacunle] établit sa liste de partenaires
admissibles rangés par ordre de préférence sans connaitre les choix des autres. Mais, selon une remarque,
précédente, il convient de « symétriser » cette configuration de préférences initiale en ne retenant que

les admissibilités réciproques.

Exemple :
Cknﬂiguration,Hﬁtkﬂe (ref : chap3ex2.csv)

Préférences gargons Préférences filles

Alex : [Anne, Mado, Katy, Lucy] Anne [Jean, Jack, Paul, René, Alex]
Jack : [Katy, Mado, Lulu, Lucy, Anne] Katy : [Alex, Jack, Paul, Jean]

Jean : [Mado, Lucy, Anne] Lucy : [Jack, Alex]

Paul : [Lulu, Mado, Anne, Lucy, Katy] Lulu [Alex, Paul, René, Jack, Jean]
René : [Mado, Lucy, Anne, Katy, Lulu] Mado [Jack, Alex, René, Paul, Jean]

Configuration symétrisée

Préférences garcgons Préférences filles

Alex : [Anne, Mado, Katy, Lucyl] Anne [Jean, Jack, Paul, René, Alex]
Jack : [Katy, Mado, Lulu, Lucy, Anne] Katy : [Alex, Jack, Paul, ]

Jean : [Mado, , Anne] Lucy : [Jack, Alex]

Paul : [Lulu, Mado, Anne, Lucy, Katy] Lulu [ , Paul, René, Jack, ]
René : [Mado, , Anne, , Lulu] Mado [Jack, Alex, René, Paul, Jean]

partir de cette configuration symeétrisée, ’algorithme de Gale Shapley peut s’appliquer!9, modulo une
A tir de cett fi ti étrisée, 'algorithme de Gale Shapl t s’appli 10 dul
petite modification. Comme, & priori, certains et certaines resteront célibataires, il est nécessaire de

modifier la condition d’arrét de la boucle principale :

Tant que banc _des garcons non vide Faire

Ainsi :

Tant que un garcon a encore une proposition a faire Faire

A la fin de la boucle, les garcons célibataires sont ceux qui restent sur leur banc.

Appliqué a I'exemple, ’algorithme modifié donne :

Solutions :
Solution initiative garcons Solution initiative filles
* Jean (1) = Anne (0) * Anne (0) = Jean (1)
* Jack (0) = Katy (1) * Katy (0) = Alex (2)
* Paul (0) = Lulu (0) * Lulu (0) = Paul (0)
* Alex (1) = Mado (1) * Mado (0) = Jack (1)
Solution stable Solution stable
Regrets gargons : 2 Regrets garcons : 4
Regrets filles : 2 Regrets filles : O
Célibataires : [René, Lucy] Célibataires : [Lucy, René]

Et comme l'indique la proposition, dans les deux solutions, ce sont toujours les mémes qui sont laissés

pour compte...

9 Le programme java AppliMariageGale 1 fourni opére automatiquement cette symétrisation.

10 7] peut méme s’appliquer avec un nombre de garcons et de filles différent.
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IV Le probleme des colocataires

Position du probléeme

Ce probléme (roommate problem en anglais) est une version non sexuée des mariages avec ordre de
préférence. Son habillage traditionnel est le suivant : 2n étudiants, chacun ayant classé les 2n—1 autres
selon un ordre de préférence, doivent se grouper deux par deux pour se voir attribuer une chambre dans
la résidence universitaire. Deux étudiants se voyant attribué la méme chambre seront dits colocataires
ou, pour dépasser le cadre estudiantin, partenaires.
En notant E 1l’ensemble des 2n étudiants, un couplage complet peut étre mathématiquement décrit :
v" Par une partition de E en n paires.
ou, de maniére équivalent
v' Par une permutation'! ¢ de E involutive (cec=1d;) et sans point fixe. Cette permutation
associe & chaque étudiant son partenaire. La premiére condition assure que si x est le partenaire
de y, alors y est le partenaire de x. La deuxiéme stipule que nul ne saurait étre son propre

partenaire.

1.Proposition

Si |E|=2n, alors le nombre de couplages complets est : ﬁ (2n-2i +1)=(2n-1)x(2n-3)x---3x1

=1

DEMONSTRATION :

Récurrence sur n.

Bien entendu, parmi tous ces couplages complets, nous nous intéresserons a ceux qui sont stables!2.
En apparence, ce probléme semble étre une simple variante de celui des mariages. En fait il en différe sur
deux points importants :
1. Il n’existe pas toujours de couplage complet stable. Par exemple :
E = {Alex, Gaby, Jean, Paul}
avec comme configuration de préférences :

Alex : [Gaby, Jean, Paul]
Gaby : [Jean, Alex, Paul]
Jean : [Alex, Gaby, Paul]
Paul : [Alex, Gaby, Jean]

Le partenaire de Paul et un des deux autres protagonistes formeront toujours un facteur
d’instabilité.
2. L’algorithme (du a R.W. Irving) pour déterminer (si elle existe) une solution stable est nettement

plus compliqué que celui de Gale-Shapley. Il se déroule en deux étapes.

11 Une permutation d'un ensemble E est une bijection de E vers lui-méme.

12 Ta définition de la stabilité est la méme que celle formulée dans le cas des mariages.
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Algorithme d’Irving : 1°étape

Dans sa premiére étape, I'algorithme d’Irving reprend ’algorithme de Gale-Shapley, adapté au contexte
non sexué. Au cours de la ronde, chaque participant (élément de E) jouera un double role :
v" TFaire des propositions

v" Les accepter ou non

Algorithme d’'Irving : 1°étape
Données :

E : liste des participants, pour chaque p O E : une liste des autres selon son
ordre de préférence

Valeurs initiales :
Libre:=G.
Pour chaque p O P, accepté par(p) := null

Algorithme :
Tant que un participant a encore une proposition a faire Faire :
Début
Choisir une participant proposant O Libre
Soit accepteur le premier participant sur sa liste de préférence a laquelle il n’a
pas fait de proposition.
Si accepté par(accepteur)=null alors
accepté par(accepteur) :=proposant
retirer proposant de Libre
Sinon
Soit rival := accepté par(accepteur)
Si accepteur préfere proposant a rival alors
accepté par(accepteur) :=proposant
retirer proposant de Libre
renvoyer rival en Libre
Fin si
Fin sinon
Fin

Exemple :
Soit : E = {Abel, Adam, Alex, Anne, Anny, Boby}

avec la configuration de la configuration de préférences (ref : chapdexl.csv) :

Abel [Anne, Boby, Adam, Anny, Alex]
Adam [Boby, Alex, Anny, Abel, Anne]
Alex [Anne, Anny, Abel, Boby, Adam]
Anne [Adam, Boby, Anny, Abel, Alex]
Anny [Anne, Adam, Alex, Boby, Abel]
Boby [Anny, Abel, Anne, Adam, Alex]
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L’application de l'algorithme donne :

ACCEPTANTS ACCEPTES
* Abel accepte : Boby
* Adam accepte : Anne
* Alex accepte : Adam
* Anne accepte : Anny
* Anny accepte : Alex
* Boby accepte : Abel

On obtient certes une permutation de I’ensemble des participants, mais elle n’est pas involutive et ne
constitue pas un couplage complet. Seuls Abel et Boby, s’acceptant mutuellement, peuvent dores et déja

songer a une cohabitation...
Rapport d’étape :

2.Proposition

Si au cours de U’étape 1 de l’algorithme un participant y rejette un participant x, alors ils ne

sont pas des partenaires valides!s.

DEMONSTRATION :

La démonstration, par récurrence, est analogue a celle exposée dans le cadre des mariages (I1.5).

3.Corollaire
Si au cours de l’étape 1 l'algorithme, un participant x fait une proposition a 'y, alors :
1. x ne peut avoir de meilleur partenaire valide que y

2. y ne peut avoir de pire partenaire valide que x.

DEMONSTRATION :

Si x a fait une proposition & y, alors :

- Soit y est son premier choix et ’assertion est vraie.

- Soit y n’est pas son premier choix. Mais alors, il a été rejeté par tous ceux qu’il préférait & y. Donc,
selon la proposition 2, ces derniers ne peuvent étre des partenaires valides pour x qui ne peut donc
dans un couplage complet stable espérer un meilleur partenaire que y.

Par ailleurs, si y est partenaire de z (z# x ) dans un couplage complet stable dans lequel x est partenaire

de t, le premiére assertion stipule que x préfére y a t. Donc y ne peut préférer x & z sans ruiner la stabilité.

4.Proposition
Si au cours de ’étape 1 de l’algorithme, un participant x est rejetée par tous les autres, alors
il n’existe pas de couplage complet stable.
S’il existe un couplage complet stable, l’exécution de la phase 1 de l’algorithme se termine en
retournant une permutation de FE sans point fixe : Ac:x> Ac(x), Ac(x) désignant le

participant accepté par x o la fin de l'exécution.

13 Comme dans le contexte sexué, deux personnes sont des partenaires valides si et seulement si existe un

couplage complet stable dans lequel ils sont partenaires.
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DEMONSTRATION :

Si x est rejeté par tous les autres, il n’a pas de partenaires valides. Donc il n’existe aucun couplage
complet stable.

La deuxiéme assertion résulte de la contraposée de la premiére. Comme chaque participant est accepté,
Ac est surjective, donc bijective. L’absence de point fixe résulte du fait qu’au cours de ’algorithme nul
ne fait de propositions & lui-méme...

Pour autant, rien ne garantit que cette permutation soit involutive (voir ’exemple), donc il reste du
chemin & parcourir avant d’obtenir un couplage complet stable. D’autant plus que la réciproque de la
deuxiéme assertion n’est pas démontrée (la suite montrera qu’elle est fausse) : ’obtention suite a la phase

1 de la permutation Ac ne garantit pas l'existence d’un couplage complet stable.

5.Proposition et définition
Si y est un partenaire valide de x, alors, alors dans la liste de préférence de xOE, y ne peut
se situer aprés Ac(x) ni se situer avant Ac”'(x). Donc s’il existe un couplage complet stable

Ac™'(x) est confondu avec Ac(x) ou situé avant.

L’intervalle [Ac_l(x);Ac(x)] sera dit_intervalle de validité pour x.

DEMONSTRATION :

Comme Ac(x) a fait une proposition & x et que x a fait une proposition a Ac™' (%) (sans proposition pas
d’acceptation), la premiére assertion est une conséquence immédiate du corollaire 3.

La deuxiéme assertion en découle immédiatement si, dans la liste de x, Ac(x) est situé¢ avant Ac ' (x), il

n’y a pas place pour loger un partenaire valide.

Intermédiaire entre les deux étapes : réduction des préférences
6.Définition

Soit une configuration de préférence P sur E, En excluant, la situation mentionnée par le
corollaire 4 (auquel cas il n’existe aucun couplage complet stable), soit Ac la permutation de
E résultant de ’exécution de l’étape 1 de l'algorithme. Alors, la configuration de préférences
réduites P' est obtenue a partir de la configuration initiale en procédant & une élimination
par paires :

v' Dans la liste de chaque xUOE, on élimine chaque y situé hors lintervalle de wvalidité

[Ac_l(x) ; Ac(x)] (bornes comprises).

v’ Siy est éliminé de la liste de x, alors symétriquement x est éliminé de la liste de y.

Dans ce cas, la paire {x, y} sera dite éliminée.

St un participant est rejeté par tous les autres et que l’exécution de ’étape 1 de l’algorithme

ne retourne aucune permutation de E, on conviendra que P' est nulle.
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Justification :
Si y n'est pas entre Ac '(x) et Ac(x) sur la liste de x, la proposition 5 stipule qu’ils ne sont pas des
partenaires valides. Ce fait justifie ’élimination de y de la liste de x et celle de x de la liste de y. Ce que

I’on peut résumer par la proposition suivante :

7.Proposition
Si {x, y} est une paire éliminée de la liste de préférences réduite, alors x ety ne sont pas des

partenaires valides.
Exemple :

Dés que 'on a repéré l'accepté et I'acceptant dans une liste, il est aisé de procéder aux éliminations par
paires. Dans ’exemple précité, Anne est éliminé de la liste d’Abel, et, symétriquement, Abel est éliminé

de la liste d’Anne.

Acceptations Préférences initiales (ref : chapdexl.csv) Preéférences réduites
Abel +— Boby Abel , Boby, , , Abel : Boby
Adam > Anne Adam : , Alex, Anny, , Anne Adam : Alex, Anny, Anne
Alex > Adam Alex , Anny, , , Adam Alex : Anny, Adam
Anne > Anny Anne : , , Anny, , Anne : Adam, Anny
Anny > Alex Anny : Anne, Adam, Alex, , Anny : Anne, Adam, Alex
Boby = Abel Boby : , Abel, , , Boby : Abel
Légende des couleurs : , Rouge : Ac(x),

8. Proposition et définition
La configuration de préférences réduites P', si elle n’est pas nulle, posséde pour tout x, y
distincts les propriétés suivantes :
1. x appartient a la liste de 'y, si et seulement sty appartient a la liste de x.
2. Six est le premier sur la liste y, alors y est le dernier sur la liste de x.
3. Soit {x, y} une paire éliminée, alors x préfére Ac(x) ay ouy préfére Ac(y) a x.
Une configuration de préférences incomplétes possédant ces trois propriétés sera dite

symétrique.

DEMONSTRATION :

1. C’est une conséquence immédiate de 1’élimination symétrique par paires.

2. Par construction des listes réduites, si x est le premier sur la liste y, alors x=Ac'(y). Ce qui
équivaut a y = Ac(x) et donc y est le dernier de la liste de x.

3. Selon la description de la procédure d’élimination par paire, I'un des deux éliminés (disons x) est situé

hors de l'intervalle de validité de 'autre. On a donc : xD[Ac_l(y) ; Ac(y)] .

v' Siy préfere Ac(y) a x, le résultat est acquis.
v Siy préfere x & Ac”'(y), alors y a fait une proposition & x qui a été refusée ou révoquée. Donc

dans la liste de x, y viens aprés celui que x a accepté Ac(x).
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9.Proposition et définition
Sl existe un couplage complet stable c, alors, pour tout xOE, c(x) appartient & la liste

réduite de x. On dira qu’alors que c est contenu dans la liste des préférences réduites.

DEMONSTRATION :
S’il existe un couplage complet stable ¢, alors pour tout xOE, c(x) ne peut étre un participant y

¢éliminé de la liste de x, puisqu’alors x et y ne sont pas des partenaires valides

10.Proposition

Si dans la configuration réduite, la liste de préférence de chaque participant se réduit a un

participant, alors Ac est un couplage complet stable.

DEMONSTRATION :

Si la liste réduite de chaque participant x se réduit & un unique participant, alors, pour tout xOE
Ac(x) = Ac”'(x). La permutation Ac est bien involutive.

Il reste la question de la stabilité.

Soit deux participants distincts : x et y (x# Ac(y)), avec x'=Ac(x) et y' =Ac(y). Supposons que x
préfere y & x', alors au cours de ’algorithme x aurait fait une proposition a y que y aurait rejeté tout de

suite ou plus tard, peu importe). puisque finalement il accepte y'. Donc y préfére y' a x.

A Dissue de cette étape, il existe donc deux situations ou l'on peut conclure :
1. S’il existe un participant objet d’un rejet unanime, il n’existe aucun couplage complet stable
2. Si la liste des préférences réduites de chaque participant se réduit & un seul participant, on
posséde alors un couplage complet stable.

Mais, hors de ces deux cas, il est nécessaire d’entamer une deuxiéme étape
Algorithme d’Irving : 2°étape

L’idéel? est la suivante : réappliquer D’étape 1 (algorithme+réduction des préférences) a partir des
préférences réduites. On peut remarquer qu’effectivement ’algorithme, tel qu’il est décrit, peut trés bien
s’appliquer & une configuration de préférences incomplétes, telle que celle obtenue a l’issue de la premiére
phase, pourvu qu’elle soit non nulle. Pour, faciliter I’exposé, nous adopterons les notations suivantes :
Si P désigne une configuration de préférences (complétes ou non) et x désigne un participant (xOF) :

v' P[x] désignera la liste de préférence de x,

v tP[x] désignera le premier élément (téte) de la liste P[x]

v' gP[x] désignera le dernier élément (queue) de la liste P[x]

v' P’ désignera la configuration réduite résultante de l’application a P de l’algorithme (étape 1) et

de la réduction qui s’en suit.

14 La méthode développée est inspirée de celle exposée dans l'article de Robert W. Irving et David F.
Manlove de 2002 [xx] et non sur la méthode originelle, fondée sur les « rotations », exposée par Robert W.

Irving dans son article de 1985 [xx].
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Le probléme est que, si on réapplique directement ’algorithme aux préférences réduites issues de 1’étape
1, on obtient le méme Ac et la réduction des préférences ménera a la méme configuration. Logique :
cette deuxiéme application ne va pas détecter de nouvelles paires invalides. Donc avant de réappliquer
I’algorithme, il faut modifier la liste de préférences réduites issues de 1’étape 1. Petite remarque
préalable : si on est contraint de s’embarquer dans une deuxiéme étape c’est qu’il existe au moins un

participant dont la liste réduite issue de ’étape 1 comprend au moins deux éléments.

11.Définition
Soit P une configuration de préférences symétrique et x un participant (xOE) tel que
|P[x]|>115, on note P. la configuration de préférence obtenue a partir de P en éliminant
y=gq(x)de P[x] et x de Ply].

En notant L—a, la liste obtenue en supprimant 1’élément a de la liste L, on a donc, :

- Plx]=Plx]-y

- Plyl=Plyl-x

- Et pour zD{x, y} P [z]=P[z]

12.Proposition
Soit P wune configuration de préférences symétrique et x wun participant (xOE) tel que

|P[x]| >1. Si P/ n’est pas nulle, elle est symétrique.

DEMONSTRATION :

Posons y=¢P[x]. Remarquons d’abord que, & l'instar de P[x], P[y] contient au moins 2 éléments. La
symétrie de P indique déja que tP[y]=x. Si P[y] se réduisait a [x], alors x serait aussi égal a gP[y] et,
par symétrie, y =tP[x] et P[x] se réduirait a [ y]. Donc P [x] et P[y] contiennent au moins un élément
et P est non nulle. De plus P, est symétrique. L'usage de I’é¢tape 1 de l'algorithme sur P, suivi de la

réduction est justifié et ménera aux mémes conclusions qu’a la proposition 8.

13.Proposition

Soit P une configuration de préférences symétrique contenant un couplage complet stable c

x un participant (xOE) tel que |P[x]| >1 et y=qP[x]. Alors P, ou P, contient c .

DEMONSTRATION :

Comme P contient ¢, c(x)dP[x] et c(y)TP[y]. Si c(x)# y, alors, comme c est involutive :c(y) # x . Donc
c(x)UP[x]=Plx]-y et c(y)OP[y]=P[x]-x. Comme pour uD{x, y} , P.(u)=P(u), on en conclut que
P, contient c.

Si y=c(x), alors x=c(y). Soit alors z=¢gP[y], on a alors z#c(x) et y#c(z). Le méme raisonnement

montre qu’alors P, contient c.

14.Proposition

Si la configuration P contient un couplage complet stable c, alors P' le contient aussi.

15 Rappel : |L| désigne le nombre d’¢léments d’un ensemble ou d’une liste L.
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DEMONSTRATION :
Si P contient un couplage complet stable ¢, 'exécution de I’étape 1 de l’algorithme retourne une
permutation de E . Dans la réduction qui suit, pour tout yE , ne sont éliminés de P[y] que des z non

partenaires valides de y, ce qui n’est évidemment pas le cas de c¢(y).

15.Corollaire
Si la configuration P contient un couplage complet stable ¢, alors P, ou Py' le contient aussi.

Si P et Py' sont toutes les deux nulles, alors il n’existe pas de couplage complet stable.

DEMONSTRATION :
Il suffit d’enchainer les deux propositions précédentes. La deuxiéme assertion est la contraposée de la

premiere.

PPN . . . , . . N , i i
Arrivé a ce point, semble se dessiner une voie : répéter, si besoin est, cette deuxiéme étape sur P. ou P}
puisque 'un des deux contient une éventuelle solution. L’écueil réside dans le « ou » qui méne & une
croissance exponentielle du nombre de possibilités a explorer... Le salut va venir de la proposition

suivante :

16.Proposition

Si la configuration P contient un couplage complet stable, alors, si P est mnon nulle, elle

contient aussi un couplage complet stable.

DEMONSTRATION :
Soit ¢ un couplage complet stable contenu dans P . Rien ne permet de dire que ce couplage ¢ va aussi
appartenir & P, mais pourvu que P, soit non nulle, on va pouvoir construire, & partir de ¢, un couplage

complet stable ¢' qui lui va appartenir & P, .

Construction de ¢’
Le couplage complet ¢ crée une partition de E en n paires { y,z} avec z=c(y), ce qui, par involutivité

de ¢ équivaut & z =c(y). La réunion de ces paires disjointes est E.

1° cas : {y,z} n’est pas une paire ¢éliminée auquel cas : zOP[y] et yOP/[z]. Dans ce cas on pose :
c(y)=c(y)=z et c'(z)=c(z)=y. On notera E, la réunion de ces paires. On peut aussi décrire ce sous-
ensemble de E par : E, :{yDE/c(y)DPx'[y]} .

2° cas : {y,z} est une paire éliminée. La réunion de ces paires est égale a E—E,. Dans ce cas selon la
proposition 8.3, y préfere Ac(y) 16 a z ou z préfere Ac(z) ay. Soit E, lensemble des éléments de E - E,
vérifiant la premieére branche de l’alternative : E, :{y OE/y préfere Ac(y) ac(y)} .51 yOE, et z=c(y),
ne peut appartenir & E, car on aurait alors: y préfere Ac(y) & c(z) et z préfere Ac(z) & c(z) en
contradiction avec la stabilité de ¢. On a donc une partition de E —E, en deux sous ensembles : E, déja
définie et son complémentaire dans E — E, que l'on désignera par E,. La restriction de ¢ & E, étant une

bijection sur E;, ces deux ensembles ont le méme nombre d’éléments.

16 Précisons qu'il s’agit de la permutation Ac déterminée par I’application de I’algorithme a P,

46



IV Probleme des colocataires

Pour yOE,, on pose alors: c¢'(y)=Ac(y). La restriction de ¢ a E, est injective puisque Ac est
bijective. Notons u =c'(y) = Ac(y). Comme y préfere u=Ac(y) a z=c(y), par stabilité de ¢, u préfere
c(u) a y. Par ailleurs, selon 8.2, u étant a la queue de P[y] (autrement dit u =Ac(y), y est a la téte
de P[u] (autrement dit y=Ac™'(u)). Donc u préfere c(u) a Ac™'(u), ce qui exclut I’appartenance de u
a E;, et a E,. La restriction de ¢' a E, est donc une injection dans E; et une bijection puisque E, et
E; ont le méme nombre d’éléments.

On peut alors compléter ainsi la construction de ¢’ : pour u0E;, c'(u) =¢'"'(u) . Par cette construction,

¢' est bien une permutation involutive et sans point fixe. Il reste :

Vérification de la stabilité de ¢’
Supposons que {r,s} soit un facteur d’instabilité pour ¢' :

- r préfere s a c'(r)

- s préfere r a c'(s)
Si un élément yOE,, alors ¢'(y) =c(y). Si un élément yOE,, alors y préfere ¢'(y) & c(y). Donc si r et
s appartiennent a E, [ E,, alors {r,s} serait aussi un facteur d’instabilité pour c.
On peut donc supposer que 1'un des deux (disons r ) appartient a E;. Il a donc été couplé, selon le cas 2,
avec un élément yOE,. On a alors r=Ac(y)=c'(y), et y=Ac ' (r)=c'(r). r préfere s a Ac™'(r). Donc
sOP![r] et par conséquent rP![s] et {r,s} est une paire éliminée. Selon 8.3 :

r préfere Ac(r) a s ou s préfere Ac(s) a r

La premiére branche de l'alternative est exclue puisque r préfere s a Ac '(r). La deuxiéme aussi

puisque s préfere r a c'(s) et que c'(s) est, soit confondu avec Ac(s), soit préféré par s & Ac(s).

A la lumiere des propositions précédentes, on peut dés lors esquisser le déroulement de létape 2 de
I’algorithme. Si P est la configuration de préférences réduites issue de I’étape 1, on peut supposer qu’elle
est non nulle et qu’une au moins des listes a au moins 2 éléments (sinon, rappelons, le la question est
résolue). De plus elle est symétrique. Par ailleurs si ¢ est un couplage complet stable, il est contenu dans
P. Alors :
On choisit xOFE tel que |P[x]| >1 et on détermine P;

- Si P] est non nul on pose : P=P,

- Si P/ est nul, on détermine P ou y=gP[x]

- Si P)', est non nul on pose : P= P)',

- Si P)', est nul alors il n’existe pas de couplage complet stable.

- Si toutes les listes de P sont de longueur 1, P définit un couplage complet stable, sinon on

recommence a partir de ce nouveau P.
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De fagon plus formalisée ;

Algorithme d’'Irving : 2°étape

Données :

1’étape 1 contenant une liste d’au moins 2 éléments
Valeurs initiales :
termine=faux
solution=nul
Algorithme :
Tant _que une liste de P a une longueur supérieure a 1 Faire :
Début
Choisir une participant x dont la liste posséde au moins 2 éléments

Déterminer P!
Si P/ non nul alors P=P/ Fin_si
Sinon déterminer Pjou y=gP[x]
Si P, non nul alors P=P; Fin si

Sinon Arret Fin sinon
Fin sinon
Fin Tant que
solution= P

Fin

E : liste des participants, une configuration de préférences réduite P issue de

Cet algorithme se termine puisque chaque exécution de la boucle voit la liste de deux participants au

moins diminuer d’un élément.

Exemple 1 :

A partir de l'exemple illustrant D’étape 1, on supprime Anne de la liste d’Adam et Adam de la liste

d’Anne avant de relancer 'algorithme :

Préférences réduites : étape 1 Préférences réduites : étape 2.1 | Paires solutions

* Abel : [Boby] * Abel : [Boby] * {Abel (1) ; Boby (1)

* Adam : [Alex, Anny, Anne] * Adam [Alex] * {Adam(1l) ; Alex(4)

* Alex : [Anny, Adam] * Alex : [Adam] * {Anne(2) ; Anny(0)

* . * .

Anne : [Adam, Anny] Anne : [Anny] Solution stable

* Anny : [Anne, Adam, Alex] * Anny : [Anne]

* Boby : [Abel] * Boby : [Abel] Les nombres entre
parenthéses indiquent le
regret de chacun.

Exemple 2 :

Soit : E = {Abel, Adam, Alex, Anne, Anny, Boby, Clea, Elsa}

Avec comme configuration de préférences :

Préférences initiales (ref : chap4ex2.csv)

Abel : [Anne, Alex, Adam, Elsa, Anny, Boby, Clea]
Adam : [Boby, Elsa, Anny, Clea, Alex, Abel, Anne]
Alex : [Anny, Clea, Abel, Boby, Anne, Elsa, Adam]
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Anne [Clea, Alex, Boby, Elsa, Abel, Anny, Adam]
Anny : [Anne, Elsa, Alex, Clea, Adam, Abel, Boby]
Boby : [Adam, Alex, Anne, Abel, Anny, Clea, Elsa]
Clea : [Abel, Anne, Alex, Boby, Elsa, Anny, Adam]
Elsa [Boby, Alex, Adam, Abel, Anne, Anny, Clea]

La ronde des propositions de ’étape 1 aboutit & :

ACCEPTANTS PROPOSANTS
* Abel —-—-accepte-> Clea
* Adam ——accepte—> Boby
* Alex ——accepte—-> Elsa
* Anne —-—accepte—-> Abel
* Anny —-—accepte—-> Alex
* Boby ——accepte—> Adam
* Clea ——accepte—> Anne
* Elsa ——accepte—> Anny

Puis la réduction des préférences :

ETAPE 1 : préférences réduites

* Abel : [Anne, Alex, Elsa, &tea]
* Adam [Boby]

* Alex : [Anny, Abel, Anne, Elsa]
* Anne : [Clea, Alex, Elsa, Abel]
* Anny : [Elsa, Alex]

* Boby [Adam]

* Clea [Abed, Anne]

* Elsa [Alex, Abel, Anne, Anny]

La liste d’Abel comportant plus de 1 élément, ’étape 2 commence par la suppression de Clea de la liste
d’Abel et subséquemment d’Abel de la liste de Clea, puis par l'application de la ronde des

propositions suivie de la réduction qui méne a :

ETAPE 2.1 : préférences réduites
* Abel : [Alex, Etsal]

* Adam : [Boby]

* Alex : [Anny, Abel]

* Anne : [Clea]

* Anny : [Elsa, Alex]

* Boby : [Adam]

* Clea : [Anne]

* Elsa : [Abel, Anny]

On réitere apres avoir rayé Elsa de la liste d’Abel et Abel de la liste d’E1lsa, pour aboutir a

ETAPE 2.2 : préférences réduites Paires solutions

* Abel : [Alex] {Abel (1) ; Alex(2)}

* Adam : [Boby] {Adam(0) ; Boby(0)}

* Alex : [Abel] {Anne (0) ; Clea(1l)}

* Anne : [Clea] {Anny (1) ; Elsa(5)}

* Anny : [Elsa] Solution stable.

* Boby : [Adam] Les nombres entre parentheses
* Clea : [Anne] indiquent le regret de chacun.
* Elsa : [Anny]
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V Le probleme du couplage optimal

Position du probléeme

Comme au chapitre I, nous allons nous retrouver avec un ensemble G de n garcons et un ensemble F de
n filles ayant ou non des liens d’amitié, mais avec la différence, que ces liens qui étaient binaires
(1 = j’aime , 0 = j’aime pas) vont étre pondérés. Chaque couple se voit attribuer un coefficient qui peut
étre :

v' Strictement positif (attirance)

v Nul (indifférence)

v’ Strictement négatif (répulsion)
La valeur absolue de ce coefficient mesurant ’'intensité de l’attirance ou de la répulsion selon le signe.
L’ensemble de ces affinités peut donc étre représenté par une matrice A, dite d’affinités, de taille nXxn
telle que, pour fOF, g0G : A(f,g)OZ. A chaque couplage S 0 F xG , on peut associer un poids :

P(S)= Y, A(f.8)

(f.9)u8

Le but du jeu est alors :
Déterminer un couplage S 0 F xG tel que : P(S) soit maximal.

Autrement dit, on cherche & marier les couples de fagon que la somme de leurs affinités soit maximale.

REMARQUES :

1. Contrairement, au probléme de Hall, pour lequel ’existence d’une solution est déterminée par la
vérification de la condition de méme nom, le couplage optimal admet toujours une solution. En
effet l’ensemble des couplages possible étant fini (de cardinal n!), lensemble des poids
correspondant 1’est aussi et admet toujours un maximum.

2. Le couplage complet obtenu peut intégrer des couples pour lesquels A(f,g) <0, autrement dit des

mariages nuls ou pires ! Ainsi avec une matrice d’affinité :
511

A= 5 le maximum est de 10 obtenu pour le couplage S ={(f1,g1), (f5.85)s (f3,g3)} .

1

0 1

0 0

3. Nous avons présenté ce probléme en restant fidéle a notre vocabulaire matrimonial. Mais, comme
pour tous les problémes abordés, les champs d’application ne se limitent pas & ces « Affinités
électives ». On peut citer, entre autres exemples, ’attribution de postes & des candidats. Les
coefficients mesurent alors 'aptitude de chaque candidat & occuper tel poste.

4. 1l existe une version duale du probléme dans laquelle les coefficients de la matrice représentent,
par exemple, un coiit. On cherche alors un couplage qui minimise la somme des cotits. Mais ce

probléme se rameéne sans difficultés au précédent : il suffit, par exemple, d’affecter tous ces

coefficients du signe — .
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Fonction potentielle

La définition suivante va nous fournir un auxiliaire précieux pour résoudre ce probléme :
1.Définition
Soit A une matrice d’affinité pour G et F, on appelle fonction potentielle!” (ou plus
brievement potentiel) une application p de GUF U0 R vérifiant :
e OG,LfFOF: p(g)+ p(f)2A(f.8)

REMARQUE :

Il est toujours possible de définir une telle fonction en prenant par exemple :

max (A(f,x)) six0OG
p(x) =

fOF
OsixOF

(autrement dit, pour un gargon g p(g) est le plus grand coefficient de sa colonne)
2.Définition

Pour un potentiel donné p, on appelle matrice d’égalité E,, la matrice définie par :

E (f.)= {1 Sip(f)+ p(&) = Alf.8)
0 sinon
Exemple :
2 50
Soit A={3 4 1]/,
1 2 4
en définissant p selon la remarque précédente : p(g,)=3, p(g,) =5, p(g;) =4, p(f;) =0, la matrice de
3 5 4 010
coefficients p(f)+p(g)est: |3 S5 4| et la matrice d’égalité : £,=|1 0 0
35 4 0 0 1

REMARQUE :
La matrice d’égalité peut étre vue comme une matrice d’admissibilité au sens du chapitre I. On peut
songer, dés lors, & en extraire un couplage. Par « extraire un couplage de la matrice d’égalité », il faut
comprendre la chose suivante :

v La matrice d’égalité E, définit un sous-ensemble F'E, de FxG (autrement dit un graphe)

définie par :
re, ={(f.)0FxG/A(f.g)=1}

v" Un couplage extrait est un couplage S OTE p

Sur ’exemple ce couplage est évident et complet :
S ={(/1-82). (.80 (f5.85)}

Et de plus il est un couplage optimal pour la matrice d’affinités initiale :

A(f1,8,) A5, 8) T A(f3,83) =5+3+4=12

17 Dans la littérature anglo-saxonne, cette fonction est curieusement appelée « feasable vertex labelling » .
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Ce n’est pas tout a fait un hasard, comme le confirme la proposition suivante qui justifie le qualificatif de

précieux attribué a cette notion de potentiel.

3. Proposition
Soit une matrice d’affinités A, p un potentiel et E, la matrice d’égalité. Si de E, on peut

extraire un couplage complet S, alors ce couplage est optimal pour la matrice d’affinités A.

DEMONSTRATION :

Soit §' un couplage quelconque :
P(SH= Y A(f.8).
(f,)08"
Compte tenu de la définition du potentiel p :
P(ShYs Y, p(N+p@= ) p(H+ D p)
(f.g)8s' (f.8)08' (f.g)8s'

Comme S’ est un couplage, il existe au plus n couples mariés et

> pH+ D p<Y. p(H+ Y p(g)

(f.8)08' (f,8)0s’ SfOF g0G
Donc : P(S)< > p(f)+ . p(g) (1)
fOF ¢0G

Sur autre flanc :

PS)= > A(f.9)

(f.9)08

Comme S est extrait de la matrice d’égalité E, :

P(S)= 2. p(f)+p(g)

(f.)08

Et comme S est un couplage complet

P(S)=> p(f)+Y. p(g) (2)

fOF ¢0G
En rapprochant (1) et (2) il vient P(S") < P(S) ce qui établit la maximalité de P(S) .
COMMENTAIRE :

A partir de 14, se dessine Pesquisse d’une solution du probléme :

Aprés avoir défini un potentiel p et déterminer la matrice d’égalité E,, appliquer l’algorithme
d’augmentation du chapitre I jusqu’a obtenir un couplage complet de E, qui, selon la proposition

3 est donc un couplage optimal de A.

Si E, vérifie la condition de Hall, cette démarche aboutira, mais si elle la viole non. Alors que faire ?
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L’algorithme de Kuhn-Munkres

alias algorithme Hongrois

L’algorithme de Kuhn-Munkres, contourne cet obstacle. Il repose sur 1’astuce suivante : si au cours de

I’application de l’algorithme d’augmentation & E , il y a blocage par violation de la condition de Hall,

)4 Y
alors il convient de modifier la fonction potentielle de maniére a « élargir'® » E, .
Nous reprenons alors les notations du chapitre, avec une matrice d’admissibilité E, au lieu de A. Nous

avons alors deux listes :
* M=[g..., 8]
o« W=Ifi fiul
L’ensemble des amies des garcons de M est alors noté E, (M)
Si l'augmentation bloque, c’est que: E,(M)=W, en violation de la condition de Hall. En notant

M=G-M et W=F-W , on a donc une partition de FxG en 4 « zones!? » que 'on peut représenter

ainsi :
G
M M
w Z, Zs
g W Z, ,

E,(M)=W , autrement dit toutes les amies des garcons de M sont dans W

Donc pour tout couple (f,g)UZ,:E,(f,g)=0. Compte tenu de la définition de E,, cela signifie que
pour tous ces couples p(f)+ p(g)—A(f,g)>0.

Soit a=(fr.lglrjlzz(p(f)+p(g)—A(f,g)), on a alorsa >0. On est alors en mesure de définir un nouveau

potentiel :

4.Proposition
p(v)—asivM
Soit p' défini par : p'(v)={ p(v)+a sivOW .
pv) sinon
Alors :
1. p' est un potentiel.
2. Si(f,e)02,02,, alors E,(f,8)=E,(f.g)-
3. Si (f,e)0Z;, alors E,(f,g)=0.
4. Il existe au moins un couple (f,g)0Z, E, (f.g)=1

18 Par « élargir », il faut comprendre que la nouvelle matrice d’égalité aura au moins un 1 supplémentaire au
« bon endroit ».
19 Ces 4 zones n’apparaissent pas, a priori, telles quelles sur les matrices d’affinités et d’égalités, sauf a

procéder & une permutation des lignes et des colonnes. Opération en fait inutile pour notre propos.
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DEMONSTRATION :
1. p' est un potentiel. Distinguons 4 cas selon la zone d’appartenance du couple (f,g) :
a) (f,g)0Z,. Dans ce cas p'(f)=p(f)+a et p'(g)=p(g)—a. Donc :
p(H+p(@)=p(HH+a+pg)-azA(f.g)
b) (f,g)JZ,. Dans ce cas p'(f)=p(f) et p'(g)=p(g)—a. Or, selon la définition de a,
p(f)+p(g)—A(f.g)2a. Donc :
p(NH+p(@)=p(fH+p(g)-azA(f.g)

c) (f.g)0Z,. Dans ce cas p'(f)=p(f)+a et p'(g)=p(g). Donc :
pP(NH+p(®)=p(fH+a+p(g)2A(f.g)
d) (f,g)0Z,. Dans ce cas p'(f)=p(f) et p'(g)=p(g). Donc :
PN+ p(9)=p(f)+p(g)2A(f,8)

2.Si (f,g)02,02,, alors E;(f,8)=E,(f.8)-
Dans ces deux cas (cf. ci-dessus a) et ¢)), p'(f)+p'(g)=p(f)+ p(g). Donc :
E,(f.g)=1< p(f)+p(g)=A(f.8) = p'(f/)+p'(g)=A(f.8) = E,(f,8)=1

3.Si (f,g)0Z,, alors E,(f,g)=0.
Dans ce cas (cf. ci-dessus c)), p'(f)+p'(g)=p(f)+a+p(g). Donc tous les couples ,(f,g)0Z,
p(H)+p'(e)ZA(f.g)+a>A(f,g) et donc E,(f,8)=0

4. 1l existe au moins un couple (f,g)UZ,:E (f,g)=1.

Rappelons, en préalable, que pour (f,g)UZ,:E (f,8)=0. Soit?0 L= argmin(p(f) +p(g) —A(f,g)) , L
(f.8)0Z,

n’est pas vide et pour tout couple (f,g)UL, p(f)+ p(g)—A(f,g)=a. Or pour les couples (f,g)0Z,,
p'(H+p(g)=p(f)+p(g)—a (cf. ci-dessus b)). Donc pour les couples (f,g)JL, on a donc

P'(+p'(e)=A(f.g) et E, (f,g)=1.

COMMENTAIRES :
Passant ainsi de la matrice E, a la matrice E, avec ce nouveau potentiel, on peut résumer les choses
ainsi selon la zone d’appartenance :

v" Les termes des couples appartenant & Z; sont inchangés.

v" Un terme au moins parmi les couples appartenant a Z, bascule de 0 a 1

v" Les termes des couples appartenant & Z, sont annulés.

v" Les termes des couples appartenant & Z, sont inchangés.
Ce sont les deux premiers points qui sont essentiels. Ils signifient que d’une part les garcons de M qui
avaient des amies dans W pour E, les conservent pour E,, et que d’autre part, un gar¢on au moins de
M acquiert une nouvelle amie hors de W. De ce fait E,(M) 0 E, (M). Or l’algorithme d’augmentation
avait bloqué du fait que E,(M)=W, mais la cause de ce blocage disparait avec E, puisqu’alors

WOE (M) . On peut donc énoncer :

20 Rappelons que arg min désigne I'ensemble des éléments (ici des couples) donnant le minimum (ici @).
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5.Corollaire
51 suite a un blocage de l’algorithme d’augmentation, on remplace la matrice d’égalité E, par
la matrice d’égalité E, correspondant au potentiel p' défini a la proposition 4, alors le
blocage cesse.
La stratégie de l’algorithme est désormais claire. Aprés avoir déterminé un potentiel et la matrice
d’égalité correspondante, appliquer une version modifiée de 'algorithme d’augmentation & la matrice
d’égalité. Cette modification permet, cas de blocage, de déterminer un nouveau potentiel, la nouvelle

matrice d’égalité correspondante afin de permettre a 'algorithme de se poursuivre. Cette modification

porte uniquement sur l'instruction conditionnelle de I’'étape 1 :
Si A(M)=W Alors stop retourne « impossible » fin si

Qui doit étre modifiée ainsi :

Si A(M)=W Alors

Début

alpha = min (fo F-w, goM) ( potf[fl+potglg]l - Af[f,gl)

choisir (minf, ming) tel que potf[minf]+potg[ming] - Af[minf,ming]=alpha
// Modifier potentiel

Pour g 0 M Faire : potgl[g] potg[g] — alpha FinFaire
Pour f 0 W Faire : potf[f]
// Modifier Ep

Pour f O W Faire :

potf[f] + alpha FinFaire

Pour g O G-M Faire : Ep[f,g]=0 FinFaire
FinFaire

Ep[minf,ming]=1

Fin // Désormais A(M)-W # [

REMARQUES :
v' Af[ 1 représente la matrice d’affinités, Ep[ ] la matrice d’égalités. potf[ ] et potg[ ] sont
deux tableaux représentant un potentiel.
v" Aprés la modification du potentiel, il n’est pas nécessaire de recalculer toute la nouvelle matrice
d’égalité. En effet la proposition 4 indique que seul les zones 2 et 3 sont modifiées.
v" Dans le cas ou il existe plusieurs couples (f,g) donnant le minimum a, il suffit de prendre en
compte un seul d’entre eux.
L’algorithme se résume alors, aprés initialisation d’un potentiel et d’une matrice d’égalité, a itérer
lalgorithme d’augmentation modifié appliqué a la matrice d’égalité Ep[ 1 (qui peut étre modifiée)
jusqu’a obtenir un couplage complet S. Ce couplage complet S étant extrait d’une matrice d’égalité, la

proposition 3 assure qu’il s’agit d’un couplage optimal.
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Algorithme de Khun-Munkres

Données :

G : liste des n garcons
F : liste des n filles
Af : matrice d’affinités

Préparatifs :
// Définir un potentiel

max (f o F) (Af[f, gl) FinFaire

Pour g 0 G Faire : potglg]
Pour f [0 F Faire : potf[f] =0 FinFaire
// Définir la matrice d’'égalité correspondante Ep
Pour g 0 G Faire :
Pour f O F Faire :
Si potg[gl+potf[f]=Af[f,g]
Alors Ep[f,gl=1
Sinon Ep[f,g]=0
FinSi
FinFaire

FinFaire

Algorithme :
Tant qu’'il existe un garcon libre Faire : augmente() FinFaire
Fin

REMARQUE :

Comme l’algorithme d’augmentation initial sur lequel il repose cet algorithme est indéterministe (Cf. la
premiére remarque & la fin de la section « L’algorithme en trois temps » du chapitre I). La partie
modifiée introduit de plus un choix supplémentaire : choisir (minf, ming). Il retourne une solution,

mais il peut en exister d’autres qui donnent une somme d’affinités maximale.
Terminons cette section par une proposition complémentaire :

6. Proposition

Soit S le couplage optimal obtenu a [issue de [l'algorithme, P(S)le poids maximal, p, le

potentiel final, alors : P(S)= Y p,(x)

XOFOG

DEMONSTRATION :
Ona: SDFEpfv,donc si (f,g)0S, alors A(f,g)zpf(f)+pf(g).D’01‘1:

PS)= Y A= D, PN+ pi()= Y p(H+Y P ()= D, pr(d)

(f,g)as (f,g)ds fOF g00G XOF0OG
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Complexité de 'algorithme
On suppose: |F|=|G|=n. Les procédures Maple suivent a la lettre 1’étude mathématique et
algorithmique précédente.
L’analyse de complexité reprend dans les grandes lignes, ce qui a déja été dit & propos de 'algorithme de
Hall
Préparatifs
La détermination du potentiel qui doit lire le tableau Af[ , 1 est en 0(n2). L’écriture du tableau

Ep[ ,] représentant la matrice d’égalité est aussi en O(nz)

La procédure d’augmentation modifié

. e . 2 . . . N
Dans sa version initiale, il est en O(n ) La modification, consiste, en cas de blocage, a appeler :

La procédure de déblocage

Celle ci va effectuer trois opérations :

1. Déterminer alpha. Si |M|=k, la détermination du minimum de kx(n—k+1) nombres
correspondant a la zone Z, =W xM : opération en 0(n2).

2. Modifier le potentiel : opérations en O(n)

3. Modifier les zones Z, Z, du tableau Ep[ ,] : opération en O(nz).

Donc le corps de la boucle Wwhile est en O(nz) et comme elle peut étre itérée n fois (au plus),
I’algorithme d’augmentation modifiée est en O(nS) .
Mais pour aboutir & un couplage optimal, cet algorithme doit étre exécuté n fois. Donc la détermination

d’un couplage optimal selon cette méthode est en 0(n4). Soulignons qu’il s’agit 1a d’une borne

supérieure du temps d’exécution dans le pire des cas. On peut certes observer que :

1. Le nombre d’exécution de la boucle while de la procédure d’augmentation est, en régle générale,

nettement inférieur a n.
2. Le recours & la procédure de déblocage est loin d’étre systématique.

Il n’en reste pas moins que diminuer cette complexité d’'un degré serait appréciable... Les deux points

noirs sont les opérations 1 et 3 de la procédure de déblocage .

Elimination du point noir 3

Si on observe l'usage qui est fait de la matrice d’égalité Ep[ , ], on peut observer qu’elle ne sert qu’a
savoir si, & un moment donné, un gargon et une fille sont « amis ». Il est tout a fait possible de s’en
passer et de remplacer ol nécessaire la condition :

Ep[f,gl=1 par :potf[f]+potg[g]l-Af[f,g]=0
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Plus précisément :

La procédure amies () est ainsi modifiée :

amies:=proc (potf,potg::1list,g::integer)
local f,n::integer, amg::set;
n:=nops (potf) ;
amg:={1};
for £ from 1 to n do
if potf[f]l+potglg]-Af[f,g]=0 then amg:=amg union {f};fi;
od;
RETURN (amg) ;
end:

Dans les procédures prepare () et deblogque (), on supprime tout ce qui a trait a Ep[ , 1.

On élimine ainsi Popération en O(n?) de réécriture de la matrice d’égalité.

Elimination du point noir 1

C’est un peu plus ardu. L’idée est d’initialiser et maintenir & jour une liste :
(Ming,.-Ming -, Ming, ) définie par : Cf OF : Ming, =min(p(f)+ p(g) = A(f.8))
8
De sorte que, lorsque 1'on a besoin de calculer a =1%1A¥11( p(f)+p(g)—A(f ,g)), il suffit de déterminer
sOM
i

min (Ming f). Au lieu de parcourir une matrice de taille |M |%|W |, on parcours une liste ayant au plus
fow

n éléments.

Cela s’opére en 3 temps :

INITIALISATION DE Ming

Elle doit s’effectuer en amont de la boucle principale suite & l’initialisation de M =[gt] et W=[ ]

Comme M n’a qu’un élément gr, [f DF:Mingf =g111D[ig](p(f) + p(g) —A(f,g)) =p(f)+ p(gt)—A(f,gt).

Avec Maple ol Ming est déclarée comme global :

| Ming:=[seq(potf[f]+potglgt]-Af[f,gt], f=1..n)]; |

MIS A JOUR DE Ming

1. lors d’un déblocage
Le potentiel p est modifi¢ en p' avec comme conséquence :
v S FOW ¢ p'(f)=p(f)+a. Dot p'(f)+p'(e) = A(f.8)= p(f)+ p'(e) = Af. ) +a.
« Pourles gOM ,p'(g)=p(g)et p'(f)+p'(8)=A(f.8)> p(f)+p(g)—A(f.8)
* Pourles g0M ,p'(g)=p(g)—aet p'(f)+p'(g)—A(f.g)=p(f)+p(g)—A(f.g)
Donc Ming, est inchangé.
v OSi fOW @ p'(f)=p(f). Do p'(f)+p'(e)=A(f.8) = p(f)+p'(8) = A(f.8)
» Pourles g0OM ,p'(g)=p(g)et p'(f)+p'(8)=Af,8)=p(f)+ p(g)~ A(f.8)
* Pourles gOM ,p'(g)=p(g)—aet p'(f)+p'(g)~A(f.8)=p(f)+p(8)~A(f.8)~a
Donc Ming, diminué de a .
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Avec Maple la procédure debloque () est ainsi modifié :

debloque:=proc (Af::matrix,W,M::1ist)

global potf,potg,S;

local f,g,minf,ming,alpha,n::integer, SNW: :sequence,NW::1ist;
n:=coldim (Af);

SNW:=NULL;
for £ from 1 to n do if not member (f,W) then SNW:=SNW, f; £fi; od;
NW:=[SNW] ;

minf:=NW[1l];alpha:=Ming[minf];
for £ in NW do
if Ming[f]<alpha then
alpha:=Ming[f];minf:=f; fi;
od;
# on modifie le potentiel
for g in M do potglg] :=potgl[g]-alpha;od;
for £ in W do potf[f]:=potf[f]+alpha;od;
#on modifie Ming
for £ in NW do
Ming[f] :=Ming[f]-alpha;
od;
return minf;
end:

2. lors de l'insertion d’un nouveau gt dans M
La mise & jour s’effectue, aprés l'ajout d’'un nouveau gf dans M en comparant pour chaque fUOF
I'ancien minimum Ming, avec la nouvelle valeur de p(f)+ p(gr) — A(f,gt) induite par gr.

Avec Maple :

| Ming:=[seq (min (Ming[f],potf[f]+potg[gt]-Af[f,gt]),f=1..n)]; |

Ces trois opérations sont en O(n). Suite & ces deux modifications, la procédure augmente () est en
O(n*), ce qui ameéne a une complexité en O(n’). Ces modifications sont prises en compte dans la classe

Java Mariages présentée en annexe.
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V' Probléme du couplage optimal

Exemples d’exécution
Exemple 1 :

Soit la matrice d’affinités Af (ref : chapSexl.csv):

f1l
£2
£3

Le programme commence par déterminer la matrice d’égalité Am correspondant au potentiel initial :

gl g2 g3
f1 0 0 1
£2 1 1 0
£3 0 0

L’exécution pas a pas donne :
1° itération : {£2=gl (6)}
2° itération : *{f2=g1 (6), £3=g2 (6)}
L’¢étoile indique que le programme a du procéder a une modification du potentiel et de la matrice

d’égalité pour contourner un blocage. La nouvelle matrice d’égalité est alors affichée :

gl g2 g3
f1l 0 0 1
£2 1 1 0
£3 0 1

3° itération : {f1=g3 (4), f2=gl (6), £3=g2 (6)}

Mariages terminés avec affinités maximales
Somme des affinités : 16

Le couplage obtenu est alors visualisé :

f1
£2
£3

Exemple 2 :

Avec la matrice d’affinités Af (ref : chapSex2.csv) possédant des termes négatifs :

f1
£2
£3
f4
£5

La matrice d’égalité initiale est :

fl
£2
£3
f4
£5
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V' Probléme du couplage optimal

L’exécution en boucle retourne :

{fl=gl (4)}

{fl=gl (4), f4=g2 (6)}

{fl=gl (4), f2=g3 (6), f4=g2 (6)}

*{fl=gl (4), f2=g3 (6), fd4=g2 (6), £f5=g4 (4)}

*{fl=gl (4), f2=g3 (6), £3=g2 (0), f4=g4 (8), £5=g5 (6)}

Mariages terminés avec affinités maximales
Somme des affinités : 24

Le couplage final obtenu est visualisé :

f1l
£2
£3
£f4
£5

On peut observer qu’il intégre un mariage nul : £3=g2 (0)
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V' Probléme du couplage optimal

Le probléme des mariages avec ordre de préférences revisité

A la lumiére de l'algorithme de Kuhn-Munkres, on peut songer a une nouvelle approche des mariages
avec ordre de préférences. A partir d’une configuration de préférence, on peut définir une matrice de
regrets?l R ainsi :

Uf OF,Ug0G: R(f,g)=somme des regrets de f et g sif et g se marient.

Exemple

A partir de la configuration de préférences :
Préférences gargons Préférences filles
gl : [f1, f2, £3] £1 : [gl, g2, g3]
g2 : [£3, f1, £2] £2 : [g3, gl, g2]
g3 : [£3, f1, £2] £3 : [g3, gl, g2]

On définit la matrice de regrets R :

fl
£2
£3

Et l'idée qui vient naturellement & l’esprit est : déterminer un couplage qui minimise la somme des
regrets.
Comme il s’agit d’'une minimisation, on affecte d’un signe — tous ces regrets (aprés tout, un regret c’est

négatif ) avant de soumettre cette matrice au programme qui retourne comme solution :

fl
£2
£3

L’ennui c’est que le couplage obtenu : {fl=gl (0), £f2=g3 (-2), £3=g2 (-2)} n’est pas stable. Le
couple (£3,g3) est un facteur d’instabilité puisque £3 préfére g3 & son conjoint g2 tandis que g3
préféere £3 a sa conjointe f£2.
On peut facilement remarquer que la solution {fl=gl (0), f£f2=g2 (-4), £3=g3 (0)} fournit elle
aussi un minimum de regrets et que elle est stable (elle est d’ailleurs 1'unique solution stable retournée
par l'algorithme de Gale-Shapley initiative fille ou initiative gargon).
Il n’en reste pas moins que les deux critéres pour définir un « bon » couplage :

v' minimum de regrets

v' absence de facteurs d’instabilité
ne coincident pas. Dans un cas on recherche une solution globalement satisfaisante, dans l’autre une

solution ne comportant pas d’anomalies locales (un facteur d’instabilité ne concerne que 4 personnes).

21 Rappelons que le regret d’un partenaire dans un mariage est le rang dans sa liste de préférence de son

conjoint moins 1. Voir : Chapitre II, section Optimalité de la solution
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Annexe : application Java

Fenétre de 'application : AppliCouplageOptimal_3.jar

£ Marions les | == '

Informations

Exécuter pas & pas Exécuter en boudle Effacer |

Trace de I'exécution

10

2l
i
£
g
=
| & |
1
£l

{£2-gl (2)}

1£2-g1 , £6-g2 {10)}

f£2-gl (8), £6-g2 (10), £10-g3 (10)}

(£2-g1 , £3-g4 (7), £6-g2 (10), £10-g3 (10)}

(f2-gl (8), £3-g4 (7), £6-g2 (10), £7-g5 (8), Ff10-g3 (10)}

(£2-g1 , £3-g4 (7), £6-g2 (10), £7-g5 (8), f9-gé (10), f10-g3 (10)}

(f1-g7 f2-g1 (8), £3-g4 (7), f6-g2 (10}, £7-g5 (B), £9-g6 (10), £10-g3 (10)}
(£1-g7 f2-gl (8), £3-g¢ (7), f4-g8 (10), £6-g2 (10), £7-g5 (8), £9-g6 (10), flo-g
{f1-g7 (8), f2-gl (), £3-g& (7), f4-ga (10), £5-g9 (B), fé-g2 (10), £7-g5 (8), £3-gé
{f1-glo {9), f2-gl (8), f3-g4 (7), f4-g& (10), £5-g9 (8), f&-g2 (10), £7-g5 (B), f8-g7

v
v

Mariages terminés avec affinités maximales
Somme des affinités : 86

Total des déblocages : 5

Durée d'exécution : 18 millisecondes

Cette application peut fonctionner :
v' Soit a partir d’'une matrice d’affinité aléatoire. Dans ce cas, on peut choisir la taille de cette
matrice (N=) ainsi que les bornes de lintervalle (min=, max=) dans lequel les coefficients
entiers de la matrice seront tirés au sort.

v" Soit a partir d’une matrice d’affinité fournie par un fichier .csv. Le fichier texte doit ressembler

a ceci :
4;-2;5;0;1
-1;0;6;1;5
2;0;3;-1;0
1;6;-3;8;0
2;-1;0;4;6

Intégrant 1’élimination des « points noirs », sa complexité pour un couplage complet est en on’).

Exemples d’exécution

Exemple 1 :

Soit la matrice d’affinités Af (ref : chapdexl.csv):

f1
£2
£3

L’exécution pas a pas donne :
1° itération : {f2-gl (6)}
2° itération : [1] {f2-gl (6), £3-g2 (6)}
Entre crochets, figure le nombre de recours & la procédure de déblocage lors de ['exécution de la

méthode d’augmentation.
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3° itération : {f1-g3 (4), f2-gl (6), £3-g2 (6)}

Mariages terminés avec affinités maximales
16
1

Le couplage obtenu est alors visualisé :

Exemple 2 :

Somme des affinités
Total des déblocages

Avec la matrice d’affinités Af (ref :

fl
£2
£3
f4
£5

L’exécution en boucle retourne :

{fl-gl (4)
{fl-gl (4), f4-g2 (6)}
{fl-gl (4), f2-g3 (6), f4-g2 (6)}
[1] {fl-gl (4), f2-g3 (6), f4-g2 (6), £5-g4 (4)}
[2] {fl-gl (4), f2-g3 (6), £3-g2 (0), f4-g4 (8), £5-g5 (6)}
Mariages terminés avec affinités maximales
Somme des affinités 24
Total des déblocages 3
Durée d'exécution 1 millisecondes
Le couplage final obtenu est visualisé :
gl g2 g3 g5
f1 4
£2
£3 0
f4 0
£5 6

Durées d’exécution

Par curiosité, on a comparé les temps d’exécution (en millisecondes) de 2 versions du programme Java :

v' La version 2 qui, n’éliminant pas le point noir 1 est en O(n*) pour un couplage complet.

v' La version 3 qui, éliminant le point noir 1 est en O(n*) pour un couplage complet.

n Version Essai 1 Essai 2 Essai 3 Essai 4 Essai 5 Moyenne
50 Version 2 6 17 8 21 10 13
50 Version 3 6 12 9 11 7 9,5
100 Version 2 49 47 43 39 31 44,5
100 Version 3 36 36 31 32 53 33,75

Disons que la

n = 1000, mais

supériorité théorique de la version 3 n’apparait pas

on n’a pas essayé...
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écrasante. Peut étre que pour




En tous cas, Java s’avére plus rapide que Maple qui pour n = 50 a des temps d’exécution autour de

100 ms.

67



Code de la classe Mariages

Cette classe, sous-classe de HashMap<Integer, Integer> concentre toute ’algorithmique du probléme.
Elle a pour attributs la matrice d’affinité af, le nombre de garcons (ou de filles) n, le potentiel potf,
potg et ming. Son constructeur initialise ces attributs a4 partir du parameétre af.

Les méthodes augmente (), amis (), amiesde (), debloque () adaptent en Java les procédures Maple.

import static java.lang.Math.min;
import Jjava.util.x*;

public class Mariages extends HashMap<Integer, Integer>
{

public Integer[][] af;

public int nj;

public int[] potf;

public int[] potg;

public int[] ming;

public Mariages (Integer[][] af) //constructeur
{
super () ;
this.af=af;
n=af.length;
potf=new int[n];
potg=new int[n];
ming=new int[n];
//on détermine les potentiels
for (int f£=0; f<n; f++) {potf[£f]1=0;}
for (int g=0;g<n;g++)
{
int max=af[0] [g];//on détermine le max de chaque colonne
for (int f£=1; f<n; f++)
{
if(af[f] [g]l>max) {max=af[f] [g];}
}
potglgl=max;
}

}//fin constructeur

public int augmente ()
{
Integer gt, ft;
boolean ok;
int nbdebloc=0;
LinkedList<Integer> eM=new LinkedList<>();
LinkedList<Integer> eMM=new LinkedList<>();
LinkedList<Integer> eW=new LinkedList<>();
LinkedList<Integer> eNW=new LinkedList<>();
LinkedList<Integer> eWW=new LinkedList<> ()
Set<Integer> amM=new HashSet<>();

4

//on choisit un gt non marié (il ne figure pas dans les valeurs de this)

int j=0;
while (this.containsValue(j)) {j=3+1;}
gt=3;

eM.clear ();eM.add (gt) ;
eW.clear () ;ok=false;
for (int £=0; f<n; f++) {ming[fl=potf[f]l+potglgtl-af[f]l[gt]l;}//initialisaion ming
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// Boucle principale
while (!ok)
{

// on ajoute a amM les amiesde du dernier garcon inséré dans eM
amM.addAll (amiesde (gt));
// détermination d'une fille ft dans amM-eW
ft=-1;
for (Integer fi:amM)
{
if(!'eW.contains (fi)) {ft=£fi;break;}
}

// fin de détermination ft

if (ft==-1)// amM-eW vide
{//débloquage
nbdebloc=nbdebloc+1;
ft=debloque (eW, eM) ;
}//fin débloquage

//ft est—elle mariée ?

if (this.containsKey (ft) ) //oui
{eW.addLast (ft) ;
gt=this.get (ft);
eM.addLast (gt) ;
for (int £=0; f<n; f++)//maj ming

{ming[f]l=min(ming[f],potf[f]+potglgt]l-aff][gtl]);}

}

else //non

{eW.addLast (ft) ; ok=true; }
}//fin de la boucle principale

//construction du chemin alterné augmentable
eWW.clear () ;eMM.clear () ;

Integer f=eW.getLast();

Integer ga=null;

do
{
for (Integer gg:eM)
{if (amis (f,gg) && (this.get (f) !'=gqg) ) {ga=gg;break; }}
//on détermine un ami pas mari de f dans eM
eWW.addFirst (f) ;eMM.addFirst (ga);
if (ga.equals (eM.getFirst ())) {break;}
f=eW.get (eM.indexOf (ga)-1) ;
}
while (!ga.equals(eM.getFirst()));

//on réarrange les mariages
for (int 1=0;1<eMM.size () ;1++)
{
int ff=eWW.get (1l);
int m=eMM.get (1) ;
this.put (ff, m);
}
// la méthode retourne le nombre de déblocage opéré
return (nbdebloc) ;
}// fin de augmente ()

// méthode pour déterminer si une fille f et un garcon g sont "amis"
public boolean amis (Integer f,Integer g)
{
if (potf[fl+potglgl-af[£f] [g]==0) {return(true);}
else {return(false);}
}
// méthode pour déterminer l'ensemble des amies d'un gargon
public Set<Integer> amiesde (Integer g)
{
Set<Integer> amg=new HashSet<>();
amg.clear();
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for(int £=0; f<n;f++){if(amis(£f,qg)) {amg.add(f);}}
return (amg) ;

}
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//méthode de déblocage
public Integer debloque (LinkedList<Integer> w,LinkedList<Integer>m)
{
// on détermine nw le complémentaire de w
LinkedList<Integer> nw=new LinkedList<>();
for (int £=0; f<n; £++)
{
if (!w.contains (f)) {nw.add(f);}
}
//On détermine alpha min de ming[f] et minf correspondant
int minf=nw.getFirst ();
int alpha=ming[minf];
for (Integer f:nw)
{
if (alpha>ming[f]) {alpha=ming[f];minf=f;}
}
//on modifie potf potg et ming
for (int g:m) {potglgl=potglgl-alpha;}
for(int f:w) {potf[fl=potf[f]l+alpha;}
for(int f:nw) {ming[f]l=ming[f]-alpha;}
return (minf) ;

}
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Annexe : programmes d’accompagnement

Chaque chapitre est illustré par un petit programme écrit en java pour mettre en ceuvre ’algorithme

décrit et analysé. Sauf exception les données peuvent étre tirées au sort ou lues & partir d’un fichier csv.

LE CHAPITRE I EST ILLUSTRE PAR : AppliMariagesHall. jar

p
|£| Marions lec! . = | = |

Informations

p= | U,?E_'_‘._‘; [ Créer la matrice aléatoire J F empirigue = 0,6}" |

l ou Lire fichier cav J

excarerpas 0

Effacer

{fa=g1}

{f4=gl, f£5=g2}

{f2=g3, f4=gl, £5=g2}

{fi=g4, f2=g3, f4=gl, £5=g2}

{fil=g4, f2=g3, £3=g5, f4=gl, f5=g2}
{fi=g4, f£2=g3, £3=g5, fi=g6, f£5=g2, f6=gl}

Mariages terminés
Durée d'exécution : 11 millisecondes

LE CHAPITRE Il EST ILLUSTRE PAR : AppliMariagesGale3. jar
|

e _ Tirage au sort des préférences nitiative : R Bt on i

Préférences des garcons Préférences des filles Ronde des prétendantie]s
1 2 3 4 5 3 1 2 3 4 5 & Gargons. Prétendants  Files Fiancés

Alex Katy Anne Lucy Mado Maud Maud Jean Baby Alex René paul Jack Maud Jack
Jack Katy Anne Lucy Mado Luly Anne Jean Boby Paul Jack Alex René k Anne

Boby Maud Anne Lucy Ll Mado Katy Lucy Jean Jack Boby Alex paul René Boby Lucy

Jean Lucy Katy Mado Anne Lulu Maud Lulu Paul Jean Alex Boby Jack René Jean Luly Alex
Paul Anne Mado Katy Maud Lulu Lucy Mado Boby Jean Paul Jack René Alex paul Mado

René Maud Lulu Anne Katy Luey Mado Katy Alex Jack Boby Jean Paul René René Katy

Ce programme montre pas a pas et en détail, I’exécution de 'algorithme de Gale-Shapley. Il ne lit pas les

fichiers csv. Si I'on souhaite jouir de cette possibilité, il faut utiliser le programme suivant.
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LES CHAPITRES Il ET III SONTT ILLUSTRES PAR : AppliMariagesGale2. jar

Aide A propos

* Alex :
Jack :
Jean :
Paul :
René

[2nne,
[Raty,
[Mado,
[Lulu,
[Mado,

Mado,
Mado,
Anne]
Mada,
Anne,

Préférences des garcons

Eaty,

Lulu,

Anne,
Lulu]

Tirage au sort des préférences

Lucy]
Lucy,

Raty]

Znne]

Lecture des préférences

Preférences des filles

*

oo o%

: [Jean, dack,
: [Alex, Jack,
: [Jack, Blex]
: [Paul, Reng,
: [Jack, Blex,

Paul, René, Alex]
Paul]

Jack]
René, Paul, Jean]

Initiative garcons

Mariages : initiative garcons
* Jean (1) = Anme (0)
Jack {0) = Raty (1)
Paul {0) = Lulu (0)

* Alex (1) = Mado (1)
Solution stable

*

*

Regrets gargons : 2
Regrets filles : 2

Célibataires : [René, Lucy]

Initiative filles

Mariages initiative filles
* Bnne (0) = Jean (1)
* Raty (0) = Alex (2)
* Lulu (0) = Paul (0)
% Mado (0) = Jack (1)
Solution stable

Regrets gargons : 4
Regrets filles : 0

Célibataires : [Lucy, René]

Enregistrer les solutions

Ce programme est & méme de traiter des listes de préférences complétes ou non. Mais si opte pour le

tirage au sort les listes seront toujours complétes.

LE CHAPITRE IV EST ILLUSTRE PAR : AppliRoomMate. jar

Tirage au sort des préférences ‘ Lecture des préférences

Préférences
Ibel :
Adam :
Rlex :
Anne :
Bnny :
Boby :

* o o+ o4 % ¥

[Anny,
[&nne,
[Abel,
[Abel,
[nne,
[Alex,

Adam,
scby,
Zdam,
scby,
abel,

Znne,

Rlex,
Zbel,
REnne,
Idam,
2dam,
Anny,

Baby,
2lex,
Anny,
Inny,
Alex,
Adam,

Lnne]
Anny]
Boby]
Rlex]
Boby]
Abel]

Phase 1

LCCEPTANTS

* abel --accepte-> Anny
% Adam --accepte-» Alex
* Alex --accepte-> Boby
% Anne ——accepte-» Adam
% Anny --accepte-> Abel
* Boby --accepte-> Anne

PROPOSANTS

Préférences réduites
+ Ibel :
* Adam :
* Alex :
* Anne :
+ Amny
* Boby :

[&nny]
{Bnne]
[Boby]
{Rdam]
[Bbel]
[Alex]

Solution

PARTENATIRES

% {abel(0) ; Anny(1)}
* (Bdam(0} ; Bnne(2)]
* {Alex(4) ; Boby(0)}

Solution stable

Enregistrer la solution
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LE CHAPITRE V EST ILLUSTRE PAR : Applicouplageoptimal.jar

| £ Marions les! ———

o5 = |

Informations

Couplage optimal : algorithme de Khun-Munkres, alias algorithme Hongrois

[ Créer la matrice aléatoire ] [ ou Lire fichier csv ]

{£3=q1
{£3=g1
{£f3=g1

*{f2=g4

*{T1=q3

*{f1=g6

FORMAT DES FICHIERS CSV COMESTIBLES

e pm

(3)}
(2,
(%),
(9),
(5),
(10),

Mariages terminés avec affinités maximales
Somme des affinités : 51
Durée d'exécution ! 17 millisecondes

Effacer

£5=g2 (T)}

f5=g2 (7), £6=g3 (8)}

£3=gl (9), £5=g2 (7), £6=g3 (B)}

f2=g4 (9), £3=gl (9), £5=g2 (7), £6=g5 (10)}

f2=g¢ (9), £3=gl (9), £4=g3 (&), £5=g2 (7), f6=g5 (10)}

Tous ces fichiers sont des fichiers textes, utilisant comme séparateur le point-virgule. Ils ne doivent

comporter aucune ligne vide ni au début, ni au milieu ni & la fin. Ils doivent étre enregistrés munis de

Pextension .csv.

Pour AppliMariagesHall. jar, une matrice avec uniquement des 0 ou des 1

o OO
Ne Ne Ne N

R

Ne Ne Ne N
R O oK

Ne Ne Ne N

oo

Pour AppliMariagesGalel. jar, c’est un petit peu plus compliqué et ressemble a ceci :

gl;g2;93;g4

gl;£f1;£f2;£3; f4
g2;f2
g3;£3;f4;£f1; f2
g4;f4;£3

La premiére ligne, donne la liste des n garcons, la - la liste des n filles. Les noms des participants

peuvent étre choisies selon le gré de l'utilisateur. Les n lignes suivantes donnent les listes de préférence

(complétes ou non) des n gargons. Chacune de ces lignes commence par le nom du gargon. Les n

derniéres lignes font de méme pour les filles.
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Pour AppliRoomMate. jar, cela ressemble & ceci :

Abel;Adam;Alex;Anne; Anny; Boby
Abel; Anne; Boby;Adam; Anny;Alex
Adam; Boby;Alex; Anny;Abel; Anne
Alex;Anne; Anny; Abel; Boby;Adam
Anne; Adam; Boby; Anny;Abel;Alex
Anny; Anne; Adam; Alex; Boby; Abel
Boby; Anny; Abel; Anne;Adam;Alex

La premiere ligne donne la liste des 2n participants (leur nombre doit étre pair). Sur chacune des 2n
lignes suivantes, on trouve le nom d'un participant suivi de sa liste de préférence (comprenant 2n-—1
noms). Comme précédemment, les noms des participants peuvent étre choisies selon le gré de

I'utilisateur.

Pour AppliCouplageOptimal. jar, c’est aussi simple que pour AppliMariagesHall. jar, avec la

différence que les termes de la matrice ne sont pas cantonnés dans {0, 1} mais peuvent appartenir a Z :

4;-2;5;0;1
-1;0;6;1;5
2;0;3;-1;0
1;6;-3;8;0
2;-1;0;4;6
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