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Préliminaires
Dans tout ce qui suit :
R" désigne ’espace euclidien muni du produit scalaire usuel :
pour X, YOR" (X:Y)=X'Y=Y'X
pour lequel la base canonique de R" est orthonormale.

Pour X OR", ||X|| désignera la norme euclidienne : ||X || =VX'X .

C" désigne ’espace hermitien muni du produit scalaire hermitien usuel :
pour X,YOC" (X;Y)=X'Y
pour lequel la base canonique de C" est orthonormale.
On rappelle que, contrairement au cas euclidien, les scalaires (X ;Y > et <Y 3 X > ne sont pas égaux
mais conjugués.

Pour X0OC", ||X || désignera la norme euclidienne : ||X || =VX'X.

Les notations utilisées dans ce texte sont détaillées a la fin du document.
Sur le produit tensoriel (alias de Kronecker) de matrices
1. Définition
Soit K un corps commutatif, A= (ai,j)DWln,p (k).B =(b[,j)D9Vln,,p, (K). le produit tensoriel (alias

de Kronecker) est défini par :

a,B|--1a,B
AOB=| : c|OM,

nn', pp' (

K)

a,B |- |a,,B
Par la suite, nous aurons besoin des propriétés suivantes faciles a vérifier :
v Pour a0K :(aA)0B=A0(aB)=a(ATB).
v AO(B+C)=AOB+AOC et (A+B)0C=A0C+BOC.
v’ Si les tailles des matrices sont compatibles avec la multiplication usuelle :
(AOB)(cOD)=(AC)O(BD).
v (AOB) =A"0B

Sur les corps finis

On rappelle que selon le théoréeme de Wederburn, tous les corps finis sont commutatifs. Pour
g=p", p premier il existe un corps de caractéristique p ayant g élément noté F,. On admettra
les propriétés suivantes :

1. Pour g donné, F, est unique a un isomorphisme pres.

2. Les F, sont les seuls corps finis.

3. Le groupe multiplicatif Fq* est cyclique d’ordre ¢—1.
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4. F :Z”[%) ol PDZP[X] est irréductible sur ZP[X] de degré r—1. Il s’en suit que

q

tout élément a de F, peut s’écrire: a=a,+aX +--+a, X" ouaq,0Z, et peut étre
a4

P pa P P . r P
représenté, en tant qu’élément de 1’espace vectoriel (Z p) par ses coordonnées
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Matrices de Hadamard
2. Définition

Une matrice de Hadamard de taille n est une matrice notée H, ou plus simplement

( ) (]R) avec h; ; =1 wérifiant une des conditions équivalentes suivantes :
1. HH' = nl,.

2. H'H= nil,

3. Deuzx colonnes distinctes de H sont orthogonales.

4. Deux lignes distinctes de H sont orthogonales.

L’équivalence de ces assertions résulte du fait qu’elles signifient toutes que la matrice —H est

N

orthogonale.

Dans la suite les matrices de Hadamard seront notées H ou H,.

Exemples :

1 1
Si on omet le cas trivial H, =(1), on a H, =[1 _J.

Commentaire :

La propriété 3. équivaut au fait que entre deux colonnes distinctes j, j'on a autant d’accords
(h ;=Mh ;) que de désaccords (h ; #h ;). La propriété 4. dit la méme chose pour les lignes.
Cela permet d’étendre la notion de matrice de Hadamard a toute situation binaire telle que :
h 0{o,1} ou i i O{blanc, bleu} (bien que dans ce dernier cas on n’obtienne pas une matrice a
proprement parler). La figure de la couverture illustre ce dernier cas : armé d’une trés bonne

loupe et de beaucoup de patience, on peut le vérifier...
3. Propriétés immédiates :
Si H, est une matrice de Hadamard, alors :

1. H. est une matrice de Hadamard.

. . 1
2. H, estinversible et H,'=—H! .
n

3. Si l’on permute les lignes (resp. colonnes) de H, on obtient une matrice de Hadamard.
4. Si on multiplie par -1 une ligne (resp. colonne) de H,, on obtient une matrice de
Hadamard.

5. —H, est une matrice de Hadamard.

n’

=n?.

S

‘Det(Hn)

DEMONSTRATION :
1. Evident.
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2. Evident.
3. Il suffit de le monter pour les transpositions. Si on transpose 2 lignes (resp . colonnes), la
propriété d’orthogonalité 2 & 2 est bien évidemment conservée.
4. Si on multiplie une ligne (resp. colonne) par -1, la nouvelle ligne est colinéaire a
I’ancienne et la propriété d’orthogonalité 2 & 2 est bien évidemment conservée.
5. Il suffit d’appliquer 4. a chaque ligne.
6. On a d’une part :

2
Det(H,H!) =Dez(Hn)xDez(H;)=(Dez(Hn)) ,
de l'autre :
Det(H,H})=Det(n1,)=n"
4. Corollaire
Partant d’une matrice de Hadamard H, on peut obtenir une matrice de Hadamard (dite de

forme standard) dont la premiére ligne et la premiére colonne ne contiennent que des 1.

DEMONSTRATION :
1. Considérons la premieére ligne H,.. D’aprés 3.4, on peut multiplier par -1 chaque colonne
J telle que : H, ; =-1.

2. On procéde de fagon analogue avec la premiére colonne H, ;.
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Construction de Sylvester

5. Proposition : construction de Sylvester
St H, est une matrice de Hadamard de taille m, et H, est une matrice de Hadamard de taille
n alors : H, OH, est une matrice de Hadamard de taille mn .

En particulier si H, est une matrice de Hadamard de taille n, alors :

1 -1 H, | -H

n n

1 1 H,| H, . .
H,, =( ]D H, =[ ] est une matrice de Hadamard de taille2n .

1l existe des matrices de Hadamard de taille 2%, kON .

DEMONSTRATION :
(#,0m,)(H,0H,) =(1,0H,) (1, 08,)=(H,H,)0(H,H,)=ml, Onl, =mnl, 01,
Or 7,01, est la matrice constituée de m fois la matrice I, répétée le long de la diagonale et est

donc égale a 1, .

. . o . 1 1
La deuxieme assertion est 1’application de la premiére avec H,, =(1 J.

Et la derniére assertion en découle immédiatement.

Application :
1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
-1 1 - 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
H,= , Hg =

1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

Et H,, en couleur :

He ‘
1112|1111 l1|l2|2]1]1]|1|1]|1]1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
11|21 1 |2 |-1|-1]|1]1|{-1|-1|21]|1]-1]-1
1 ]-1]-1 11211 |-1]-1 1]-1]-1]1
1| 1 T S T T O T I A< | - | -
1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 | -1 1 -1 1
1 1 1) -1 -1 -1 1 1 1 1 1) -1 -1 -1 1 1
1 ]-1]-1 -l Al 11|21 ]2]1]1]|1
1| 1 1 11|22 |-1|-1|-1]-1]--2
1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 1 -1 | -1 1 1) -1 -1 -1 1 -1 -1 1
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 | -1 1 -1
1] 111 A1) 2f-1]-1]1 1| 1
12| 1|11 |1|-1]1]-1]1]-1 11111
1 1 1) -1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 1 -1 ] -1 1 1 -1 1 -1 | -1 1
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Existe-t-il des matrices de Hadamard de taille autre que 2°,k0ON ? La réponse viendra plus

tard. Mais on peut d’ores et déja limiter les tailles possibles pour ces matrices :

6. Proposition

La taille d’une matrice d’Hadamard est 1, 2 ou un multiple de 4.

DEMONSTRATION :

Pour n0O1---2, c’est déja réglé.

Soit H une matrice de Hadamard de taillen>2. On peut toujours mettre la matrice sous forme
standard avec H,, =(1, 1,---,1). Pour respecter l'orthogonalité des lignes, la deuxieme ligne H,.
de la matrice doit comporter autant de 1 que de -1, ce qui implique la parité de n.

Le méme argument s’applique pour prouver que la troisiéme ligne H;. comporte autant de 1

que de -1.

Soit :
v' a le nombre d’indices j tel que : h, ; =leth, ; =1
v" b le nombre d’indicesj tel que : h,; =leth, ; =-1
v' ¢ le nombre d’indicesj tel que : h,; =-leth,; =1
v' d le nombre d’indicesj tel que : h,; =-leth, ; =-1

<H2,, ;H3,,>=a><1+b><(—1)+c><(—l)+d><l. L’orthogonalité de H,., et H,., implique :
a+d=b+c (1).
L’égalité du nombre de 1 et de -1 dans H,. et dans H;, permet d’écrire :
a+b=c+d (2)
a+c=b+d (3)
(1)-(2)=>d-b=b-d=b=d
(1)—(3):>d—c=c—d:>c=d
Et finalement : a=b=c=d et n=a+b+c+d=4a.
Hadamard a conjecturé l’existence de matrices de Hadamard de taille n=4a pour tout aON*.

Mais la question reste ouverte.
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Matrices de Hadamard-Walsh

Notation :

Pour une matrice M OM, (R) , on notera a,, ’application 1---n 0 M, 0...n-1 définie par :
a, (z) = nombre de changement de signe sur la ligne i de M.
On définit de méme une application f,, pour les colonnes.
7. Définition
On appelle matrice de Hadamard-Walsh une matrice de Hadamard obtenue par la

construction de Sylvester a partir de H, .

Exemples :
1 1 1 1
1 1 1 -1 1 -1
H2 = ) H4 =
1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

Par construction, il va de soi que ces matrices sont symétriques et de forme standard et que n

est une puissance de 2. Voici deux propriétés moins immeédiates :

8. Proposition

Pour une matrice de Hadamard-Walsh H, les applications a, et B, sont bijectives.

DEMONSTRATION :

L’énoncé est vérifié pour H, et H,, on va montrer : a, bijective = ay, bijective.
Hn Hn
Han :LH ~H }
n n
Considérons pour i1---n les lignes i et i+n de H,,

i oxeex

n xl... X

n

itn - x-x, —x-—Xx,

Pour une matrice de Hadamard-Walsh, on a toujours x, =1
Si x, =1 (ce qui a lieu une ligne sur 2) :

v" le nombre de changement de signe de la ligne i de H,, est : ay, (i) =2ay, (i)

v" le nombre de changement de signe de la ligne i+n de H,, est : ay, (i+n) =2ay, (i)+1
Six, =-1:

v" le nombre de changement de signe de la ligne i de H,, est : ay, (i) =2ay, (i)+1

v" le nombre de changement de signe de la ligne i+n de H,, est : ay, (i+n) =2ay, (i)
Dans tous les cas ay, ({i.i+n}) :{20'Hn (i).2ay, (i)+1} :
Lorsque i va parcourir l--n, ay (z) prendra toutes les valeurs de 0---n-1 et ay, ({z i +n})

toutes les valeurs de 0---2n—1.

Plus formellement les {i,i +n} , i01---n forment une partition de 1---2n et 'on a :
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0---2n-1. Donc ay, est surjective, donc

(1---2n)=U{2k,2k +1}

Et en posant a, (i)=k :

bijective puisqu’il s’agit d’une application entre deux ensembles finis de méme cardinal.

Ay, (]) )

Par symétrie, ’BHzn (])

Exemple :

15

12

11

14

13

10

=1

=1
=1

=1l

=1

=1l

=1
=1

=1l

=1
=1

=1l

=1

=1l

=1

=1
1

=1l

=1

=1l

=1

=1

=1

=1

=1

=1l

=1
=1

=1

=l

=l

=1
=1

=l

=l

=l

=1

=l

=l

=1

10

13

14

11

12

Et rien n’interdit de réordonner les lignes selon le nombre de changement de signe :

o

10
11

12
13
14
15

Hi

=1

=1
15

=1

=1
13

14

9 10 11 12

8

De fait, les colonnes se trouvent elles aussi réordonner. Cela reste a prouver...
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@ La propriété a,, bijective n’est pas vérifice pour des matrices de Hadamard construites par
d’autres procédés que Sylvester. Ainsi la matrice H;, obtenue par la méthode de Gilman exposée

en aval :

H12 (8%
101 1111|111 l1]1]o0
1]-1 111|211y
1121|111 ]1]1]-1]-1]1]6e
1|1 ]-1]-1|1]-1]1 1|1 )-1|-1]5
1(-1(1(|-1|-1]1]|-1 1 1|10 7
1(-1}-1|1|-1|-1|1]|-1]|1 1 (-1]7
11111 ]-1]-1]1]1 1 6
1 1|21 1)) 6
1 11|11 (|-1]-1|1]-1 6
1 1111 (-1 |-1|1]|-1]5
1]-1 1(-1]-1(-1]|]1|-1]-1]|1]6®6
1111 1011 |-1]-1]1]-1]-1]T+5

s o0 6 5 6 6 6 5 7 7 6 5 7

Notation :

Pour a,b0ON, on notera :

a N
v a;b)= Zial.bi
i=0

9. Proposition

v a=a_ -aay,b=b_ -bby, a,b0{0,1} leur écriture binaire.

Pour une matrice de Hadamard-Walsh H, , le terme situé ligne i colonne j est :

=

DEMONSTRATION :

Pour simplifier les écritures on supposera les lignes et colonnes numérotées a partir de 0. La
formule a démontrer s’écrit alors : h; ; = (—1)<i;j >.

La formule étant manifestement vérifiée pour n=2, on va montrer :

vrai pour n=2F = vrai pour 2n=2"".

0enee Goeeees |2k 2k+1 -1
0
; H, H,
H2n = 2k
Hn _Hn
SkH_

1. Pour le bloc Nord-Ouest, c’est directement ’hypothése de récurrence.
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2. Pour le bloc Sud-Ouest, le terme A

i+n, j°

0<i<n,0<j<n est égal a h_; lequel, selon

I’hypothese de récurrence, est égal a h,-,j=(—1)<";j>. Si J=Jjeydos L=y, On a:

itn=1i_-iy. D’ou: (i+n;j)=(i;j) et h = (=)

L4 i+n, j

3. Pour le bloc Nord-Est, par symétrie et en tenant compte de (a:b)=(b;a) on aboutit a la
méme conclusion.
Pour le bloc Sud-Est, le terme h,, ,.;, 0<i<n,0<j<n est égal & —h ;. Si j=jiyjy,

P=i iy, on a itn=li iy et j+tn=1j_-j,. Dou: (i+n;j+n)=1+(i;j). Et finalement

Ponwey ==l == (1) = (1) = ()

itn,ntj i, ]
Détermainant d’une matrice de Hadamard

n

On a déja vu que ‘Det(Hn) =n2. On va montrer que cette propriété est caractéristique des

matrices de Hadamard.

10. Proposition
Soit A:(ai,j)DWln (R), alors :
[Der(a) <., [Ja[x--a..

ot || || désigne la norme euclidienne.

L’égalité ayant lieu si et seulement si les colonnes de la matrice A sont orthogonales 2 a 2.

DEMONSTRATION :
Si les vecteurs colonnes de la matrice A sont liés, Det(A) =0 et l'inégalité est vérifiée.

Sinon (A,,I,A,,z,---,A,,n) est une base de R". Alors le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt fournit une base : (Bl, B,, -, Bn) orthonormale de R" telle que pour jO1---n :
Vec(A. ).+ A, ;) =Vec(B,. . B,)
Bt j01-n:|B] =1
Il en résulte que dans la base (BI,BZ,---,Bn), la matrice A" semblable & A est triangulaire

supérieure. On a alors :
V' Det(A)=Det(A')=a,x--xa,,
Iy =<Au/ ?B/>
Par ailleurs on sait que (Cauchy-Schwarz) :
Lkl sl s =l )
2. Et que 'égalité a lieu si et seulement si les vecteurs A, ; et B; sont colinéaires.
Il en résulte que :
[Der ()] A <[4 x--a...

L’égalité a lieu si et seulement si, pour tout jOl---n A ; et B; sont colinéaires. Mais comme

(Bl, B,,-, Bn) est une base orthonormale, (A,J, A gy A,!n) est une base orthogonale.
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Remarque :

On peut donner une interprétation géométrique de ce dernier résultat dans un espace de
dimension 3 ou le déterminant de 3 vecteurs peut étre interprété (au signe prés) comme le
volume du parallélépipéde défini par ces 3 vecteurs. Si la norme de ces vecteurs est fixée, le

volume maximal est obtenu lorsque les vecteurs sont orthogonaux 2 a 2.

11. Corollaire

Soit A:(ai,j)Dﬁ\/ln (R), ou a, ;=%1, alors A est une matrice de Hadamard si et seulement si
‘Det(Hn)‘ZnE.

DEMONSTRATION :
Il suffit d’appliquer la proposition précédente en sachant que HA, ]” =n.
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Constructions de Gilman et Paley

Symbole de Legendre

12. Définition
Soit p premier impair, on appelle symbole de Legendre [application notée X, ou plus

p-1

simplement x du corps de 7, dans lui-méme définie par x, (x)=x2.
Remarques :

Le symbole de Legendre se note aussi (ﬁJ
p

Le symbole de Legendre, ou plus exactement sa restriction a Z;, est aussi appelé caractere
quadratique.

Si xOZ, et X est sa projection dans Z, on notera, par un (léger) abus de langage )((x) pour
x(x).

13. Lemme

* . . _1 7’ z
Dans 7, , il existe pT carrés et pT non carrés.

DEMONSTRATION :

2

L’application Zp O ﬁL»Z; x> x~ est un morphisme de groupe de noyau {1,—1} et d’image les

carrés de Z b On a donc % _1} =Im(c) . Il en résulte que dans Z, le nombre des carrés de est
-1
égal au nombre de non-carrés, donc a -

14. Proposition
X vérifie les propriétés suivantes :
Im(x)={-10,1}.
2. La restriction de x au groupe multiplicatif Z’; est un morphisme de groupe.
0six=0
3. )((x) =<1 si x#0 est un carré

~

—1 si x#0 n'est pas un carré

4. D x(x0)=0
)cIZIZ[7
DEMONSTRATION :

1. Si x=0, )((x)ZO. Sinon (Z;,X) est groupe cyclique d’ordre p-1. Pour tout xDZ; on a :
x"1=1.Du : )((x)2 =x"" =1 et )((x)=il.

r-1 r-l p-l

2. Sixy0zZ,, x(w)=(w)2 =(x)2 (y) 2 =x(x)x(»)
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3. . Si x=y*#20, x(x) =)((y2) =(x)7_(y)7 :()((y))2 :[(y)p_lj2 =y’ =1. Comme l’équation

=) -1
(x) 2 =1 a au plus pT solutions, on peut conclure que, pour x#0, )((x)=1 si et

seulement si x est un carré.

4. C’est une conséquence due 1’égalité entre le nombre des carrés de est égal au nombre de

non-carrés.

Ezxzemple dans 7,, :

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
= 12 :52 :22 :42 :32
x(x) | 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1

Remarque :

Comme Im( )() :{—1, 0, 1} , on peut identifier ces trois éléments aux éléments correspondants de Z

Matrice de Jacobsthal

15. Définition
Pour p premier impair, on appelle matrice de Jacobsthal de taille p la matrice notée A, ou

plus simplement A définie par : A= (ai,j)Dﬁl/lp (R) ow a, ;= x(i-j)

Exemples calculés par Maple avec p=3 et p=5

0 -1 1 1 0 1 -1 -1
A3=1 O -1| A5:=[-1 1 0 1 -1
-1 1 0 -1 -1 1 0 1

16. Propriétés immeédiates
A :(ai!j)DWlp (R) matrice de Jacobsthal de taille p vérifie :
1. a ;0{-1,0,1} et a, ;=0 =i=.
0
. t
AU, =|i|etU,A =(AU,) =(0 - 0)
0

S

3. La matrice A est circulante.

4. La matrice A est symétrique si Tl est pair, antisymétrique St N est impaair.

DEMONSTRATION :
1. Evident compte tenu des propriétés de y.

2. Soit la ligne A4, =()((i—1),)((i—2),---,,\/(i—p)). Or {i—l,i—2,---,i—p}=Zl,. On a donc sur

la ligne p1 1et r1 -1.
2 2
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3. Il suffit d’observer le petit schéma suivant en se souvenant que i—p=i dans Z, :

1 2 Jj j+1 p

A x(i-1)_| x(i-2) x(i-j-1) x(i-p)
A - x(@) [ x(i-1) [ * )((i+1—jﬂA x(i-J) o | x(i+1-p)

1 x(=0)=(-9"7 =()7 (9% =(-1)"3 x(»
17. Lemme

_|p-1sid=0
x%p)((x))((”d)_{ ~1sid#0

DEMONSTRATION :
Dans le premier cas : Y x(x)x(x+d)= Y, ()((x))2 =0+ > 1=p-1.
xDZp xDZp x[jZ’;
Dans le deuxieme cas :
Z )((x),Y(x+d)= Z ,Y(x))((x+d)= Z )((x2+xd)= Z )((xz)X(l+x_ld)= Z )((1+x_1d).
Az, A1Z, Az, Wz, ~~—— xZ,
x4 0,-d} *0,-d} ao-ap 7l x4 0,-d}

L’application Z, 0 0. Z , définie par x> 1 +x7'd est injective :
1+x7'd=1+y"'d = x=y puisque d 20.
Et bijective puisque Z, fini. Lorsque x va parcourir Z, —{0, —d} , t=1+x7'd va parcourir
Z,—-{1,0}.
Au final : )] X(1+x_1d)= > x(0)= > x(6)-x(0)-x(1)=-1.

xg{zp } mz,0.1} Yz, =

xL§0,-d 2

18. Proposition

A =(ai’j)D9le (R) matrice de Jacobsthal de taille p vérifie :
p=1 -1 . -l
B | -1 p-1 " :
e
-1 -1 p-l
DEMONSTRATION :

Pour [, k01---p, le coefficient de la matrice AA’ situé ligne [, colonne k est :

)4 )4
(a8) =44 =0 a0 =Y x(1- ) x(k- )
’ j=1 j=1

1°cas : I=k

P

(AA’)U =Z:()((l—j))2 =Z:1:1=p—1

2°cas: [ £k

Lorsque j parcourt 1---p, E et k—j parcourent Z, avec un décalage d=1-k#0. On peut

donc écrire :
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(AA’ )Z,k =XDZZ: )((x))((x+d) =-1 selon le lemme précédent.

Exemple avec Maple et p=11 :

> All:=matrix (11,11, (i, j)->legendre(i-3j,11));

All={1 1 1 -1 1 0 -1 1 -1 -1 -1

>multiply (All, transpose (All));

(o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 10 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 10 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

19. Définition

Pour p premier impair, on appelle matrice de Paley de taille p+1 la matrice notée P, ou

P:(xp(—ol)vp I lﬂ

1. Comme les coefficients de A appartiennent a {-1, 0,1} , il en est de méme pour ceux de P.

plus simplement P définie par :

Remarques :

1si est pair

p-1

2. x,(-1)=(-1) 2 =

-1 si est impair

3. Il en résulte que, & l'instar de A, ; la matrice P,,, est symétrique si est pair,

. o . 1 . .
antisymeétrique si = est 1mpair.
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20. Proposition
La matrice de Paley P,,, de taille p+1 vérifie :

Pp+1P,§+1 :P1p+1

DEMONSTRATION :
t t t
pp = 0 U; 0 X(fQUZ _ UﬁUP| gﬁA _ U;Up| U;At
x)u, [aljlu,| & av, | (x(-)'u,u,+aa || AU, |UU,+AA
Or:
/ P
v Uy, =;1 =p.
0
v' D’aprés les propriétés immédiates de A : AU, =|:| et U; A :(AUp )t :(0 0).
0

v' D’aprés la proposition 18 : AA"=pI, -U U, .
Au final : PP =| 22|
u final : PP = 0 pl, =pl,,.

Avec la matrice de Paley nous disposons d’une matrice trés proche d’une matrice de Hadamard

a ceci prés que la diagonale d’'une matrice de Paley est nulle.

Exemple avec Maple :

1 . .
Comme =5 est impair, x,(-1)=-1

> Pl2:=blockmatrix (2,2, [Z,transpose(U(11)),-U(11),All]);
ro 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1]
-1 0 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1
-1 1 0 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1

PI2 :=
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>multiply (P12, transpose (P12));
(11 0 0
11

o
o

o
—_

1

—_—

S O O O O o o = O O O O
—_

S O O O O o = O O O o O
p—

[a—
S O O = O O O O o o o O

[
S O = O O O o o o o o o

S O O O O = O O O O o O
S OO O = O O O O O o O
p—

S = O O O O O O o o o O
-0 O O O O O O o o o O

0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0

eleoleolocolol =R =l
S O O O O o o o o
SO OO oo o o o~ O

—_—

21. Théoréme de Gilman

Soit p entier premier tel que p=3mod4, P, la matrice de Paley de taille p+1, alors la
matrice :
Hp+1 :Pp+1 +Ip+1

est une matrice de Hadamard de taille p+1.

DEMONSTRATION :

Pour commencer, remarquons que les coefficients de H,,, sont tous égaux a *1. Ensuite que :

+1
p=3mod4 = pT pair = P impair

et qu’alors la matrice de Paley est antisymétrique.

HyiH oy = (P + 1y )(Bos +1,01) = Py P,

pH1H T p+l T\ pHl pH17 p+l

+P

Pl +P,§+1 +1,,=pl,,+1,, :(P+1)I

=0

p+l

H ., vérifie bien une des propriétés caractéristiques des matrices de Hadamard.
Exemple calculé avec Maple :

> Hl2:=evalm(P12+Id(12));

1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-11-1 1-1-1-1 1 1 1 -1 1
-1 1-1 1-1-1-1 1 1 1 -1
-1-1 1 1-1 1-1 -1 -1 1 1 1

HIi2 =
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La matrice obtenue n’est pas standardisée, mais il suffit de multiplier par -1 les lignes 2---12
pour y parvenir.

Quelles sont les tailles possibles des matrices de Hadamard que l'on peut fabriquer selon ce
procédé 7 Assurément pas tous les multiples de 4, (sinon la conjecture de Hadamard serait
prouvé !). 36 est un multiple de 4, mais 35 n’est pas premier et le théoréme ne s’applique pas.
Voici une liste, calculée par Maple de tailles comprises entre 4 et 1000 pour lesquelles il

s’applique.

4, 8, 12, 20, 24, 32, 44, 48, 60, 68, 72, 80, 84, 104, 108, 128, 132, 140, 152, 164, 168, 180,
192, 200, 212, 224, 228, 240, 252, 264, 272, 284, 308, 312, 332, 348, 360, 368, 380, 384, 420,
432, 440, 444, 464, 468, 480, 488, 492, 500, 504, 524, 548, 564, 572, 588, 600, 608, 620, 632,
644, 648, 660, 684, 692, 720, 728, 740, 744, 752, 788, 812, 824, 828, 840, 860, 864, 884, 888,
908, 912, 920, 948, 968, 972, 984, 992

Construction de Paley
La construction de Paley étend celle de Gilman et permet d’obtenir des tailles de matrices de
Hadamard ignorées par Gilman comme : 28, 36, 52... Pour y parvenir, quelques préalables sont

nécessaires.

Vers le théoréme de Paley

q-1

Dans un corps F, (q=p’, p¢2) on peut définir un symbole de Legendre x(x)=x avec les

. N . . . -1
mémes propriétés que sur Z,. En particulier le fait qu’il existe qT carrés pour lesquels x(x)=1

et qT—l non carrés pour lesquels y(x)=-1.

Une difficulté subsiste quant a la définition d’'une matrice de Jacobsthal de taille g, puisque nous
ne disposons plus de la projection canonique de Z 0O - Z ,. Cependant, on peut procéder de la
maniére suivante. Comme ‘Fq‘ =g, on peut définir une bijection (certes arbitraire) :

lq0 8- F, et définir la matrice de Jacobsthal : A, =()((al. —aj))ﬂmq

i a; jOl-q
A Texception de la propriété 3 (circularité, mais elle n’a pas servi), elle posseéde les mémes
propriétés que celles énumérées dans 16 pour les matrices de Jacobsthal originelles. De plus le
lemme 17 sur lequel est fondé la proposition 18 s’applique et AA"=pl, -U,U, .
On peut des lors définir la matrice de Paley P, comme précédemment et elle posséde les mémes

propriétés. On est alors en mesure de démontrer :

22. Théoréme de Paley

Soit q=p" puissance d’un nombre premier impair p, et F,,, la matrice de Paley de taille g +1,
alors :
1. Si g=3mod4, la matrice :
H o =B+
est une matrice de Hadamard de taille g +1.

2. Si g=1mod 4 La matrice :
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H — Pq+1 |Pq+l + Iq+1 | _Iq+1
A _Pq+l Rﬁl Iq+l Iq+l

est une matrice de Hadamard de taille 2(qg+1) .

Si n est un multiple de 4 tel que n—1 ou %_1 est une puissance d’un nombre premier impair,
il existe une matrice de Hadamard de taille n.

DEMONSTRATION :
1. 1l suffit de reprendre la démonstration faite pour Gilman.
2. Pour alléger les écritures, on supprimera, sauf risque de confusion, les indices de taille.
(PP (1|-1\ (P |-P) (1]I
R B
i e

A B Al B

HH' = AA' + BB' + AB' + BA'

v t_P|P Pt|_Pt_2PPt| 0 _2q1|0 _
AA__P|P] PP 0 |2pP _[0 |2q1]_2‘112<q+1>-
\/BBI—I|_I I|I_2I|0_2I
T\ ) -r]r)T o far )T e
v r_ P |P I |I _ 0 |2P
e ‘P|P]["|1]_[—2PI 0]'

v BA’:(AB’)':[O QP[J.

2P 0
Or pour g=1mod 4, qT—l est pair et la matrice P est symétrique (P=P"). D’ou :
0 ‘ 2(P-P')
AB' +BA' = =0.
-2(p-P) ‘ 0

Au final : HH' =2ql, .\, + 21,1y, =2(g + DIy, -
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Tableau récapitulatif

Le tableau suivant indique, pour les multiples de 4 entre 4 et 1000, la construction qui les
certifie comme étant une taille de matrice de Hadamard. Il y a « tuilage » puisque par exemple

8 est certifi¢ par Gilman (8-1=7) mais 1’était déja par Sylvester (8=2).

Paley I

4 | 8 [ 12 |16 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40 | 44 | 48 | 52 | 56 [ 60 | 64 | 68 | 72 | 76 | 80 | 84 | 88 | 92 | 96 | 100
104 (108 | 112 | 116 | 120 [ 124 | 128 | 132 | 136 | 140 | 144 | 148 | 152 | 156 | 160 [ 164 | 168 | 172 | 176 | 180 | 184 | 188 | 192 | 196 | 200
204 | 208 | 212 | 216 | 220 | 224 | 228 | 232 | 236 | 240 [ 244 | 248 | 252 | 256 | 260 | 264 | 268 | 272 | 276 | 280 | 284 | 288 | 292 | 296 | 300
304 | 308 [ 312 (316 | 320 | 324 | 328 [ 332 | 336 | 340 | 344 | 348 | 352 | 356 {360 | 364 | 368 | 372 | 376 | 380 | 384 | 388 | 392 | 396 | 400
4041408 | 412 | 416 {420 | 424 | 428 | 432 | 436 | 440 | 444 | 448 | 452 | 456 | 460 [ 464 | 468 | 472 | 476 | 480 | 484 | 488 [ 492 | 496 | 500
504 | 508 | 512 | 516 | 520 [ 524 | 528 | 532 | 536 | 540 | 544 [ 548 | 552 | 556 | 560 | 564 | 568 | 572 | 576 | 580 | 584 [ 588 | 592 | 596 | 600
604 1608 | 612 [ 616 | 620 | 624 | 628 [ 632 | 636 | 640 | 644 | 648 | 652 | 656 [ 660 | 664 | 668 | 672 | 676 | 680 | 684 | 688 | 692 | 696 | 700
704|708 | 712 | 716 | 720 | 724 | 728 | 732 | 736 | 740 | 744 | 748 | 752 | 756 [ 760 | 764 | 768 | 772 | 776 | 780 | 784 [ 788 | 792 | 796 | 800
804 | 808 [812 | 816 | 820 | 824 | 828 | 832 | 836 | 840 | 844 | 848 | 852 | 856 | 860 | 864 | 868 | 872 | 876 | 880 | 884 | 888 | 892 | 896 | 900
904 {908 | 912 | 916 | 920 | 924 | 928 | 932|936 | 940 | 944 [ 948 | 952 | 956 | 960 | 964 [ 968 | 972 | 976 | 980 [ 984 | 988 | 992 | 996 |1000

Commentaires :

Entre 4 et 100, seul 92 manque a ’appel, mais il a été certifié par une autre méthode.

Selon la construction de Sylvester si une taille n est certifiée,2n 1’est aussi. D’autre nombres
peuvent étre ainsi certifiés : 112=2x56 , 176 =2x88, 248=2x124 ...

Actuellement, les seuls nombres de ce tableau qui n’ont pas été certifiés sont ceux écrits en

caractere rouge.

Intermeéde : spectre de P, et H,, 0t g=3mod4

Dans ce qui suit, on se place dans le cas 1 du théoréme de Paley ou H,, est définie par :

H P

g+l + Iq+l .

g+l

Rappels sur les propriétés spectrales des matrices orthogonales (Cf. [2])
Soit QOM, (R) une matrice orthogonale, autrement dit vérifiant QQ' =Q'Q =1, alors :

1. Elle est diagonalisable sur C dans une base propre orthonormale pour le produit
scalaire hermitien canonique de C". Ce qui implique que les matrices de changement
de base sont unitaires : B et B*=B".

2. Si AOSpec(Q), |A|=1.

3. Les sous-espaces propres E, sont orthogonaux 2 a 2.

23. Lemme
Soit AOM, (C), alors :

v A et A+ ont les mémes vecteurs propres, donc les mémes sous-espaces propres.
v’ A0Spec(A) = A+10Spec(A+1)
v' A diagonalisable = A+1 diagonalisable.
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DEMONSTRATION :
Soit V vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors :
AV=AV = AV+V =AV+V = (A+1)V =(A+1)V.
A est diagonalisable si et seulement si elle posséde une base de vecteurs. Il en est alors de méme

pour A+]1

24. Lemme
Soit AOM, (R), alors :

1. A0Spec(A)= A OSpec(A) .
2. 8i VOC" est un vecteur propre associé & A, V est un vecteur propre associé a A .
3. Dim(E,)=Dim(E;).

DEMONSTRATION :

AV = AV entraine par conjugaison AV =1V et comme AOM, (R), A=A ce qui prouve les deux

premieres assertions.

ViV définit une application! de E, 00 E;. Si (Vl,--~,Vk) est une base de E,, (\71\7,6) est

une liste libre de E; donc k< Dim(EA—) et en procédant en sens inverse, on obtient 1’égalité.

25. Proposition

Soit q=p" puissance d’un nombre premier impair p, ¢=3mod4 et P, la matrice de Paley de
taille g+1 et soit la matrice de Hadamard H, ., =P, +1,,, alors :

1. F, et H,, sont diagonalisables.
2, spec(e]ﬂ)z{i\/g,—i\/g} et spec(Hq+l)={1+iJE,1—iJ§}.
3. Les sous-espaces propres de F,,, : E, G e EL L identiques aux sous-espaces propres

+
correspondant de H,,, sont orthogonauz et de dimension qu

DEMONSTRATION :

Pour alléger les écritures, on va omettre les indices.

. 1 1
1. De PP' =gl et HH' =(g+1)I, on déduit que —P et ——H sont orthogonales donc

Ja Ja+1

diagonalisables, donc aussi P et H .

2. De plus :

v ADSpecLLPJ = JEA DSpec(P)

Ja
v /lDSpecL\/%HJ«: «/q+1)IDSpec(H).

;H sont de module 1 :

1
Comme les valeurs propres de —P et
Ja g+1

1 Une telle application est dite sesquilinéaire.
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v’ les valeurs propres de P sont de module \/5 ,

v’ les valeurs propres de H sont de module\/ﬁ .
Mais par ailleurs H=P+1 et selon le lemme précédent :

AOSpec(P) = A+10Spec(H)

Comme |)I| =\/E, on peut poser A =\/E(cos6’+isin6’). On a alors :
|/1 +1|2 =‘\/5(cost9+isin6)+l‘2 =((\/Ecos6+l)2 +gsin’ 8]=q+1+2\/gcost9.
Or | +1|2 =q+1,dot: g+1=g+1+2Jgcos@=cos@=0=A=+gi. Au final :

spec(P)={iJg.=iJq} et Spectt)={1+ifq.1-i/q}.

4. C’est une conséquence immeédiate du rappel et des lemmes.

Exemple :

> Hl2:=evalm(P12+Id(12));
fr 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1]
-1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1
-1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
-1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1

HIi2 =

> {eigenvalues (H12) };
(1411 1,1 -4/111}
Attention €
Cette proposition ne concerne que les matrices de Hadamard obtenues par la construction de
Paley de type 1.
Elle est fausse, par exemple, pour les matrices de Hadamard-Walsh H,OM, (]R) :

1. LH est symétrique. Donc toutes ses valeurs propres sont réelles.

Jn
1 1 1
2. —=H est orthogonale :—=H'—=H =1,. Donc toutes ces valeurs propres sont de
Jn NN mer
module 1.

Il en résulte que : Spec(Hn) ={—\/;\/;} .
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Application au « Block Design »
Dans toute cette section, le vocabulaire et les notations propres au « Block Design » seront
utilisées.
Définitions
Soit X ={x1,x2,---,xv} un ensemble de v éléments que l'on appellera des « points », b sous-
ensembles B,,---,B, de E que l'on appellera des blocs. L’appartenance des points aux blocs est
entiérement décrite par une matrice, dite matrice d’incidence :

1six; UB;

M= (mlj)lJDDlllz M (R) on i :{0 sinon

Cette matrice d’incidence fournit les informations suivantes :

b
v MU, =Zmi. ; est le nombre de blocs auxquels appartient le point x;.
j=1

v UM, =Zml., ; est le nombre de points contenus dans le bloc B;.
~

b

v" Pour une paire de points distincts? {xi,x,».} de X, M, .M\ .=>m, jmy ; est le nombre de
—~

blocs contenant les deux points.
v' Pour une paire de blocs distincts {Bj,Bj,} M. M., =Zmi,jmi,j, est le nombre de points
i=1

contenus dans ces 2 blocs ‘Bj N B j.‘ .

On appellera un bloc design une répartition des points dans les blocs définie par une telle

matrice.

Exemple 1 tétraede :

L’ensemble X est constitué des 4 sommets, les 6 blocs sont définis par les arétes. La matrice

d’incidence est :

2 Pléonasme : si ils n’étaient pas distincts, il ne formeraient pas une paire !
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o = = O
o = o =
- o o =~
- = o O
- o = O

La répartition peut étre qualifiée de réguliére :
v' Chaque point appartient a 3 blocs.
v" Chaque bloc contient 2 points.

v" Une paire de points appartient a un et un seul bloc.

Exemple 2 un peu de sport :
X est un ensemble de 8 sportifs[ves| : {Alice, Bob, Hector, Jude, Jules, Lucy, Nini, Zoe}qui
pratiquent au moins un des sports suivants :{Boxe, Foot, Judo, Karaté, Vélo, Voile}. Les

pratiques sont représentés par le graphe bi-parti suivant :

Les blocs sont définis comme ’ensemble des pratiquants d’un sport. La matrice d’incidence est :
1 0 0 01

S O o — o © O
S O = o o = =
- o = = = = O
- o O o = O O
o = o o = o =
- o o o = = O

La répartition est beaucoup moins réguliere :
v" Le nombre de sports pratiqués par une personne varie de 1 & 4.
v" Le nombre de pratiquants d’un sport varie de 2 a 5.
26. Définition
On appelle BIBD (Balanced Incomplete Block Design) de paramétres entiers (v, b, r, k,/1)
v,b=2,r,k,A21 un block design tel que :
1. wv est le nombre de points.
2. b est le nombre de blocs.
3. r est le nombre de blocs contenant un point donné quelconque r<b .
4

k est le nombre de points contenu dans un bloc quelconque k <v .
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5. A est le nombre de blocs incluant une paire quelconque de points.

Un BIBD est dit symétrique si v=»b.

Commentaires :

1. L’exemple 1 est un BIBD de parameétres (4, 6,3, 2,1), I’exemple 2 n’en est pas un.
2. r<b.implique qu’aucun point n’appartient a tous les blocs.

3. k<v implique qu’aucun bloc ne contient tous les points.
4

Les parameétres d’'un BIBD ne sont pas indépendants.
Relation entre les parameétres d’un BIBD

27. Proposition

Les paramétres (v, b,r, k,/l) d’un BIBD wvérifient les relations suivantes :
1. vxr=bxk ce qui implique pour un BIBD symétrique r =k .
2. /1(v—1)=r(k—1).
3. A<r

DEMONSTRATION :

1. Sur chacune des v lignes de M, il y a r coefficients égaux a 1. Sur chacune des b colonnes de
M, il y a k coefficients égaux a 1. Le nombre de coefficients égaux & 1 dans M est donc :
VXr=bxk.

2. Soit un point x;, le nombre de blocs incluant une paire contenant x; peut se calculer de deux
manieres :

v' La paire {xl-,x} appartient & A blocs et il existe v—1 fagons de choisir x. Soit /1(\/—1)
v' x;, appartient & r blocs et il existe k-1 fagons de choisir x dans chacun de ces blocs :
Soit :r(k-1).

3. Si A=r, alors I’égalité précédente implique v =k ce qui est exclu.

28. Proposition
La matrice d’incidence M UM, ({01}) d’un BIBD de paramétres (v,b,r,k,A) vérifie :

1. Di0l-v:M, . U,=r = MU, =rU,.
2. OjOl-b:U'M. =k = M'U, =kU,.
8. Oii'Olviizi' =M, M}, =1« MM' =AU U! +(r-2)1,.
4. Rg (M ) =v.
DEMONSTRATION :

Soit un BIBD de parameétres (v, b, r, k,/l) et de matrice M.

b
1. M L,U,Z=Zmi, ; est le nombre de blocs auxquels appartient le point x;,. Comme chacun des
j=l

points appartient & r blocs, 0i01---v: M, U, =r . Ce qui matriciellement s’écrit : MU, =rU, .

2. Analogue a 1.
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b
3. M. M..=>m jm; ; est le nombre de blocs incluant la paire {xi,xi.}. Comme chacune des

[ e B
J=1

. . .. N 2 b
paires est incluse dans A blocs, M, .M .=A. De plus si i=i'" M, M|, =Z(mi,j) =>m =r.

Au final on a :

r A A
MM’=(M,-,.M,-",.)‘_,DI___ =7 =AU, U +(r=A)I

A A r

4.
r A A 1 1 1
Det(MM’)=Det(/1UU’+(r—/1)I)=A ro E:r+(v—l)/1/] ’ 3
Y R E R o A
A e A or I
(addition des lignes 2---v sur la 1°) '
Det(MM’):r+(v—1)/1? r.—/1 .O 0 =(r+(v—1)/])(r—/l)v_1¢0 puisque A<r
0 - 0 r-A

soustaction de A la 1° ligne
aux autres

La matrice M M' est donc de rang v. Comme Rg(M) =Rg(M M’) , la matrice M est de rang v.
29. Corollaire : inégalité de Fisher

Soit un BIBD de paramétres (v, b, r, k,/l) , alors v<b et k<r.
DEMONSTRATION :
La matrice d’incidence M est de taille vxb et de rang r d’aprés la proposition précédente. Et on

sait que Rg (M )Smin(v,b). La deuxiéme inégalité est une conséquence immédiate de vxr=bxk

(27.1).
La proposition suivante est une maniére (car elle ne requiére pas ses 4 conditions) de réciproque
de la proposition 28.

30. Proposition
Un bloc design dont la matrice d’incidence M OM,,, ({0.1}) vérifie :

1. MU,=rU,,
roA A
LA T . .
2. MM'=|. | i =AU, U +(r=A)I, ot A<r,
A A7

vXr

est un BIBD de paramétres (v, b,r, k,/l) ou k=
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DEMONSTRATION :

De 1, on déduit que le nombre M, .U, de blocs auxquels appartient un point x; est égal a r.
De 2, on déduit que le nombre M, M . de blocs contenant la paire {xi, x,-,} est égal a A.

Le calcul de Det(M M ’) tel qu’il a été fait précédemment méne & la méme conclusion, & savoir,

Rg (M ) =v. Ce rang implique que r <b, sinon toutes les lignes de M seraient remplies de 1 et son

rang serait 1.

Il reste a prouver que le nombre U;M. ; de points contenus dans un bloc quelconque B; est

constant.

M MU, =(A0,UL +(r=A)1,)U, =AU, U, +(r=A)U, =(A(v=1)+)U,.

=v

Alv-1)+
Or MU, =rU, d’ou : MM’UV=[QJUV.
r

/1(V—1)+r

r

Notons que M M'U, étant a coefficients entiers, est un entier que ’on pose égal a k.

On a alors : M(M'Uv—k U,,)=O.
Or la matrice M est de rang v. et selon le théoréme du rang, Ker(M) :{O} . D’ou :

M'U,=kU,.
On savait que le nombre de termes égaux a 1 sur chaque ligne de M est égal a r, On sait,
désormais, que le nombre de termes égaux a 1 sur chaque colonne de M est égal & k. Ce qui
entraine : vxr=bxk.

Enfin, il reste a prouver k<v et r<b :
A (v—l) +r
r

r<b = vr<vb = bk<vb = k<vy

k<v e <y e A<r.

BIBD symétrique

31. Proposition

Si M est la matrice d’incidence d’un BIBD symétrique, alors MM' =M'M .

DEMONSTRATION :
Si M est la matrice d’incidence d’un BIBD symétrique, on sait (27.1) que r=k et M est une
matrice carrée de taille vxv et de rang v donc inversible.
Selon 28.3 :
(M )M =(20,UL +(r=2)1,)M =AU UM +(r=A)M .
Selon 28.2 , UM =(M'U,) =kU.. Do :
(MM )M == 2kv,U; +(r=A)M .
Par ailleurs :

M(MM')=M (AU +(r=A)1,) =AM U,U. +(r=2A)M .
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Et selon 28.1 MU, =rU,. D’ou :
M(MM')=ArUUl+(r=A)M
Comme r=k, MM'M =M MM" et comme M inversible : M'M =M M".
32. Corollaire

Soit un BIBD symétrique de paramétres (v, v, r, r,/l), le nombre de points communs & une paire

de blocs est ‘Bj N Bj.‘=/] .

DEMONSTRATION :

Pour une paire de blocs distincts {Bj, Bjr} MM, =Zmi, im; ; est le nombre de points contenus
i=1

A e A

) LA U

dans ces 2 blocs ‘BjnBj.‘.Et MM=MM"= o
A A r

Fabrication de nouveaux BIBD & partir d’un BIBD symétrique :

33. Proposition
Partant d’un BIBD symétrique de paramétres (v, v, r, r,/l) de matrice d’incidence M, on
obtient :
1. En supprimant dans M une colonne j et toutes les lignes i telles que m; ; =1 un BIBD de
parameétres (v—r,v—l, r,r—x],/l) dit résiduel,
2. En supprimant dans M une colonne j et toutes les lignes i telles que m; ; =0 un BIBD de

parameétres (r, v=1Lr-1,A,1 —1) dit dérivé.

DEMONSTRATION :
Pour simplifier les écritures, on supposera que la colonne supprimée est la derniére v.
Soit Mr la matrice obtenue selon le procédé 1. Elle possede 1 colonne de moins et r lignes de

moins et est donc de taille :(v—r)X(v—l).

Remarque préalable :
La ligne Mr,,, provient d’une ligne de M contenant r termes égaux a 1 et dont le dernier terme

est nul. Elle contient elle aussi r termes égaux a 1.

MrU,_ =?

Selon la remarque préalable : Mr, .U, =r. Soit D’ou: MrU,_ =rU,_,.
MrMr' =?

Soit Mr, . et Mr, . .

Si i=i", le résultat précédent montre que Mr, Mr', =r.
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Si izi', les deux lignes de Mr proviennent de deux lignes distinctes de M, disons L et L, se
terminant toutes deux par 0. Il en résulte que Mr, Mr;, =L L, Or comme M est la matrice

d’un BIBD de paramétres (v,v,r,r,A), LL =2 et :

r A - A
A r "

MrMr' = - avec A<r
A A

La proposition 30 dit alors que Mr est la matrice d'un BIBD de parameétres : (v -r,v=-1,rk, /1) ol

(v=r)xr L ,
k=———_ Or k peut s’écrire plus simplement k =r-A comme le montre :
v—

k=r—-A - (v—r)r=(v—1)(r—/]) = ><‘<—r2 =><—v/] —“rtdevl-A=r-r o /1(v—1)=r(r—1)
La derniere égalité est vraie avec les parameétres du BIBD symétrique initiale.
La deuxiéme assertion se montre de maniere analogue.
Exemples :

Soit le BIBD? symétrique de parameétres (v, v, T, r,/l) = (1 L11,5,5, 2) défini par la matrice d’incidence

M,

O|R|kR|LRIOO|O|R|O|O |
R |R|PRIOO|O|R|O|O | |O
R IO|0O|0O(R|O|O|R|O|R |k
O |0O|kr|OI0C|(FR|[O|FRr|FPL|P|O
O|R|IO|IO|(R|O|R|[R|LR|O|O
O ||k |O|FR|(kPR[PR|IO|OC|OC|F

nirkr|lo|rR|R|F|O|lO|O|—|O|O
k| |lO|lO|lO | |O|O|F |O|F
nhjo|lo|lo|r OO, |O|FR, ||k
ikl |O|R (PR |IPRIO|O|O

5 5 5 5 5

njo|Rr|O|R|(kR|R|O|jO|O | |O
G L L L L L L L L L

5
En appliquant le premier procédé (les lignes et colonnes supprimées sont en blanc), on obtient

un BIBD (non symétrique) de paramétres (v,b, r,k,/l):(6,10,5,3, 2) défini par la matrice

d’incidence :

th L L L L

Wk |[r|lo|lo|r|o
wlolr|olr|lo|r
Wk |[r|~|lo|lo|o
wlr |o|lo|o|kr |+
wlr ook |o|r
wlo|lo|r|o|kr |+
wlo|r|lo|r|r|o
wlolo|r |k |~ |o
wlr |o|r|r|o|o
wlo|r|r|lo|lo|+

3 Le mystére entourant la fabrication de ce BIBD sera bientot levé...
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En appliquant le deuxiéme procédé (les lignes et colonnes supprimées sont en bleu), on obtient
un BIBD (non symeétrique) de parametres (v, b, r, k,/l)=(5,10, 4,2, 1) défini par la matrice

d’incidence :

AN DN DN DN DN

NJO |k |k |O|O
NP |k |O OO
N|R OO |0 |-
N|R |O|O |- |O
NJO O (O
NJO |k |O|O |-
NJO OO | |-
NP |O|Fk OO
NJO |k |O |- |O
NJO |O | |- |O

BIDB et Hadamard

Les matrices de Hadamard offrent un processus de fabrication de BIBD symétrique :

34. Proposition
Soit H, une matrice de Hadamard de taille n (n multiple de 4) mise sous forme standard. La
matrice M UM, _, ({01}) obtenue a partir de H, en :

v’ supprimant la 1° ligne et la 1° colonne de H, ,

v' remplagant les =1 par des O
est la matrice dincidence d’un BIDB symétrique de paramétres (n -1,n —1,%—1,%—1,%—1).
DEMONSTRATION :
La démonstration de la proposition 6 a mis en évidence qu’une matrice de Hadamard H

standardisée de taille n posséde les propriétés suivantes :
(1) Pour toute ligne H, . ,i#1, il existe :
n . . . _
v 5 indices j tels que # ; =1
n. .. . _
v 5 indices j tels que 4 ; =-1
(2) Pour toute paire de ligne H,. et H, ., i,i' Z1i#i", il existe :

1

v

indices j tels que : h; =leth, ; =1.

1

4 % indices j tels que : &

i,J

=-leth, ; =1.

1

v % indices j tels que : b =leth, ;=-1.

==leth, ; =-1.

i,J

v % indices j tels que : &
Pour simplifier les écritures lignes et colonnes de M seront numérotées de 2 a n :

\ Isih =1
M = L] ou R
(ml.] );DDZZ’; m,,l 0 si hi,j =-1

32 juillet 2021



Jacques Cellier

MU, =?

Soit i #1, sur la ligne i de H, il existe autant de 1 que de -1. Sachant que %, =1, le nombre de

1 dans les colonnes j[02---h est donc g—l. Donc :
0i02-n: Y m =M, U, =
j=2

MM =?
Soit i,i' #1
1° cas :i={'
Le raisonnement précédent, montre qu’il existe sur la ligne i de M g—l termes non nuls.

Donc :

2° cas ;i #1'
En passant de H a M, seuls les indices j tels que : i ; =leth; ; =1 donneront un produit non

nul. Et selon (2) il en existe %, auquel il faudra retrancher I'indice j=1. Donc :

i, i'02---n,i i Zmijmij,:Mi.Mi,.:ﬁ_l
= ' T4
En rassemblant les deux cas, il vient :
r A - A
t t Ao T n n
MM =(Mi.Mi’.)iD2...n = .. . olr=—-let A=—-1.
I/ N 2 4
A A r

M vérifie donc les 2 conditions de la proposition 30.

Exemple :
Voici la matrice d’incidence obtenue & partir de la matrice de Hadamard H,, (aprés mise sous

forme standard) déja présentée :

> M:=subs (-1=0, submatrix (H12,2..12,2..12));
0o 1.0 1 1 1 0 0 0 1 0]
001 01 110001
1 001 01 1 1000
01 001011 1O00O0
001 001 O0T1T1T1DPO0
M=0 0 01 00 10111
10001 O0O0T1TO0T1'1
1 1.0 001 001 01
1 1 1.0 0010010
01 1 10 0O01O0O01
101 1100010 0]

>multiply (transpose (U(11l)),M);
[5 5555 55555 5]
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Et comme il s’agit d’un BIBD symétrique :

multiply (transpose (M), M) ;

>multiply (M, transpose (M)),

5 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2]
25222222222
225 2 22222 22
2225 22222 22
2 22 252222 22
222 225222 22
222 2225 22 22
222 22225 222
222 2 22225 22
22222222 25 2
222 2 22222 25

5 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2]
25222222222
225 2 22222 22
2225 22222 22
222 252222 22
222 225222 22
222 2225 22 22
222 22225222
222 222225 22
222 2 2222 25 2
222 2 22222 25
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A quoi servent les BIBD ?

N

Ils servent, entre autres, & construire des plans d’expériences. Ces plans ont été initiés par
Ronald Fisher dans les années 1930 pour organiser de fagon rationnelle I’expérimentation en
agronomie. Ces méthodes ont été largement développées et leur champ d’applications s’est élargi
a de nombreux autres domaines : controles de qualité, efficacité de traitement médicaux, tests

de produits...

Petit exemple d’application

Un guide gastronomique dispose de 11 inspecteurs devant tester sur une durée de 5 jours 11
restaurants.
La solution consistant a attribuer un restaurant a chaque inspecteur, en dehors du sous-emploi
des inspecteurs, risquerait de conduire & des résultats fortement biaisés.
La solution qui enverrait chaque inspecteur tester les 11 restaurants, en dehors du fait qu’elle
serait dispendieuse, risquerait de mettre & rude épreuve le systéme digestif des inspecteurs au
point d’altérer leur faculté de jugement.
Ayant écarté ces solutions extrémes, on peut envisager d’attribuer & chaque restaurant un bloc
d’inspecteurs selon la matrice d’incidence M présentée plus haut. Ainsi :

v' Chaque inspecteur visiterait 5 restaurants.

v' Chaque restaurant serait visité par 5 inspecteurs.

v" Chaque paire d’inspecteurs partageraient 2 restaurants en commun.

v' Chaque paire de restaurants partageraient 2 inspecteurs en commun

Selon cette répartition, voici le tableau des notes totalement fantaisistes (de 0 & 20) attribuées :

R1 | R2 | R3 | R4 | R5 | R6 | R7 | R8 | R9 | R10 | R11 Moyenne |Variance
S 9 11| 10 6 17 10,6 13,0
52 12 12 9| 16 10 11,8 5,8
53 14 8 20| 13| 12 13,4 15,0
54 17 10 14 | 12 1 10,8 29,4
S5 18 18 3| 18 8 13 40,0
56 4 14 18 3| 14 10,6 35,8
57 20 5 13 11 8 11,4 25,8
58 6 0 10 20 10 9,2 42,6
59 12| 10 6 11 9 9,6 4,2
S0 1] 14| 12 0 7 6,8 31,8
S717 12 6| 12| 14 20 12,8 20,2

Moyenne 12,8 | 7,4 |11,2 | 9,4 |10,2 |12,6 [13,6 8 154 | 9,6 | 9,8

Variance 20,2 39,4 |21,8 | 9,4 | 9,0 [29,4 | 2,6 |29,2 [52,6 |20,6 | 5,8

Ce tableau suggere l'idée de procéder & une analyse de la variance, laquelle a aussi été initiée
par... Ronald Fisher. Les calculs sont facilités par le fait que toutes les classes ont un effectif de

5.
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Analyse de la variance (ANOVA)

La moyenne générale est m=10,91, la variance totale est V =27,32.

Pour les blocs (restaurants) :

Variance des moyennes : V, . 5,49
Moyenne des variances : V... 21,83
F=1,107
Variance totale : V;, . + V..., 27,32
) . 2 _ Vinter 9
Rapport de Corrélation : /7 _T 20%
Pour les inspecteurs :
Variance des moyennes : V, . 3,36
Moyenne des variances : V.. 23,96
F=0,616
Variance totale : V. + V., 27,32
L) ot 2 Vinrer
Rapport de Corrélation : /7 :7 12%
Test de Fisher
1
. k_IVinter ,72 n—k .
Il consiste & calculer F = 1 =1 — puis a le comparer a une valeur tabulée. Un F
n—k Vintra d

calculé supérieur a la valeur tabulée conduit a rejeter 'hypothése « absence d’effet significatif
des facteurs? sur les moyennes ». Dans notre exemple, la table a 5% donne pour k-1=10 et
n—-k=44, donne F =2,054. Les deux F calculés sont nettement inférieurs & ce seuil, donc ne
permettent d’infirmer cette hypothése. Ce qui n’a rien d’évident puisque, une premiére analyse
des résultats met en évidence :

v' La sévérité de I'inspecteur S70.

v" Le mauvais score du restaurant R2.

4 Les facteurs sont ici : dans un cas les inspecteurs, dans I’autre les restaurants.

36 juillet 2021



Jacques Cellier

Application aux codes

r
Mike Sierra % Yankee
4

Bravo November

Alpha

I

Charlie

E Delta Victor
. Echo Quebec Whiskey
m Foxirot Lima Romeo Xray

Deux codes dénués de secrets

Les codes sur lesquels nous allons nous pencher visent effectivement un tout autre but que les
codes « secrets ». Alors que ces derniers, qu’il convient mieux d’évoquer sous ’appellation de
systéme crypté, visent a la dissimulation, les méthodes que l'on va présenter ambitionnent de
détecter et corriger des erreurs de transmission sur des canaux plus ou moins fiables.

Le code radiophonique « Alpha Bravo Charlie » illustré ci-dessus présente deux traits
caractéristiques que 'on retrouvera :

v" Les « briques » constitutives du code sont choisies pour étre nettement distinctes les
unes des autres. Avec une réception brouillée, le risque de confusion, par exemple,
entre « Mike » et « November » sera plus faible qu’entre un « M » et « N ». Et
mieux, un auditeur entendant « Roneo », pourra corriger de lui-méme l’erreur sans
solliciter une nouvelle transmission.

v' Mais, cela se paye par un allongement du message. Petite anecdote personnelle. A une
époque ou les téléphones portables n’avaient pas conquis le monde, il existait pour les
bateaux un moyen d’accéder au réseau téléphonique via un émetteur récepteur VHF.
La procédure était un peu compliquée. Aprés avoir contacté un opérateur a terre sur
un canal dédié et donner son indicatif, il fallait décliner le nom du bateau en code

radiophonique, ce qui donnait pour mon avant-dernier voilier :

Oscar Sierra Alpha India Sierra Oscar November Sierra
Oscar Bravo Alpha Tango Echo Alpha Uniform Xray

Beaucoup plus long que le nom du bateau :
O Saisons, O Bateaux !
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L’exposé qui va suivre n’a pas du tout la prétention de faire le tour du sujet : il est trés vaste et
la littérature abondante. Beaucoup plus modestement, aprés la présentation des notions de base,

il s’agit d’exposer des applications des matrices de Hadamard a ce domaine.
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Codes détecteurs et correcteurs
Généralités
Soit A un alphabet de ¢=2 lettres. Sur ’ensemble A" des mots de n lettres on définit la

distance de Hamming ainsi :
pour x=(x1,'“,xn)ayz(yl,'“,yn)DA",d(x, y)=|{lD1n /xl. b~ yi}|.

Dit plus simplement, d(x, y) est le nombre de désaccords entre les mots x et y. Il est facile de

vérifier qu’il s’agit d'une « vraie » distance vérifiant, pour tout x, y, zOA" :
1. d(x,y):Oc»x:y.
2. d(x,y):d(y,x).
3. d(x,y)sd(x,z)+d(z,y).

DEMONSTRATION :

Le 1 et 2 sont évidents. Pour le 3, on va procéder par récurrence :

H o

Pour n=1, les distances appartiennent & {0, 1} . Siox=y, d(x, y) =0 et linégalité est
nécessairement vérifiée. Sinon x#y et d(x, y) =1. Mais z ne peut étre égal a la fois & x et & z !

Un, au moins, des deux termes du membre de droite est égal & 1 et I'inégalité est encore vérifiée.

Z
Y =\ yn-l),Z :(Zl,"', Zn_l)DAn_l. On a

Un code C est défini comme un sous-ensemble strict de A”. Sa distance minimale J(C) (ou plus

simplement J) est définie par :

5(C)=gijuréd(x, y).
x#y

Exemple trivial :
Si C est la diagonale de A", autrement dit l’ensemble des mots constitués par la répétition

d’une méme lettre, alors J(C) =n.

Détection et correction d’erreurs

Supposons que ’on doive transmettre par un canal plus ou moins fiable un mot de k lettres. En
cas d’erreur de transmission, rien ne permet de la détecter. Pour remédier a cette vulnérabilité,

on recourt & la méthode suivante :

39 juillet 2021



Jacques Cellier

On choisit un entier n>k et une application injective de A* O{1- A", dite application de codage.

On définit alors le code C =Im(f). Comme f injective |C| :‘A"‘ =¢". Si 0 est la distance minimale
de C, on dira que le code a pour paramétres (k, n, 5). Le rapport % est la redondance du code.

Au lieu de transmettre le mot x0A*, on transmettra f(x)0C OA".
Dés lors si le mot regu n’appartient pas a C, on sait qu’il y a eu quelque cafouillage dans la
transmission et qu’au moins une lettre du mot transmis est erronée. En sens inverse,
I'appartenance du mot re¢u & C ne garantit pas ’absence de cafouillage. Tout va dépendre du
nombre de lettres erronées et des capacités du code a détecter, puis d’éventuellement corriger
des erreurs.
Précision de vocabulaire :

v' Dire qu’'un code peut détecter e erreurs signifie que toute erreur affectant un nombre de

lettres <e est détectée.
v' Dire qu'un code peut corriger ¢ erreurs signifie que toute erreur affectant un nombre de

lettres <e est corrigée.

1° Exemple : bit de parité

A=Z,={01}, k=8,n=9. On veut transmettre un octet. On définit Z5 O {0~ 7 par :
8

x:(xl’...’xg)l D {j_, ['XI’“"XS’ZXI'

i=1

j i {0 si x contient un nombre paire de 1
X, =
i=1

1 si x contient un nombre impaire de 1

La distance minimale 0 est de 2. En effet :

vod(f(x). £ (v))zd(xy).
v Sid(xy)=1, gxiigyi et d((x). £ () =2.

Cette méthode utilisée des le début de l'informatique a le mérite de la simplicité et d’une faible
redondance mais reste rudimentaire :
v Elle permet de détecter 1 erreur mais pas 2.
v' En cas de détection de 1 erreur, elle ne fournit aucune information sur le bit erroné et,
de ce fait, est dans I'incapacité de corriger ’erreur
Pour espérer des codes plus performants dans la détection et la correction, il faut se tourner vers

des codes dont la distance minimale est plus élevée comme le montre la proposition suivante.
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35. Proposition
Un code C' de parameétres (k, n, 5) peut :

v’ détecter o-1 erreurs,

v’ corriger {T J erreurs.

DEMONSTRATION :

1. Soit xOC le mot initial et x' le mot recu. Si x' comporte e lettres erronées, alors d(x, x') =e.
Comme la distance entre deux mots de C est au moins égal & J, si e<d, x'OC et erreur est
détectée.

2. Comme x'0C, I'idée de la correction est de déterminer le mot de C le plus proche de x' ce
qui suppose qu’il est unique. Supposons qu’il existe 2 mots distincts x, yOC tels que
d(x, x') :d(y, x') =e. L’inégalité triangulaire permet d’écrire : d(x, y)Sd(x, x') +d(x', y) =2e.

Si d>2e, d(x,y)>2e pour tous mots distincts de C. L’inégalité d(x,y)<2e est fausse et il existe

un seul x0OC tel que d(x, x') =e, la correction est donc possible.

0>2 = 0-122¢ = %Ze - V;IJZ&"
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2° Exemple ultra classique fondée sur une matrice de Hadamard

A=Z,={0,1}, 2<k,n=2". On sait qu'il existe une matrice de Hadamard H de taille n. Entre 2
lignes distinctes de cette matrice, il existe autant d’accords que de désaccords soit §=2H Cette

propriété est conservé si on remplace dans H les -1 par des 0, pour obtenir une matrice R. On

a donc :

. n k-1

izi =>d|(R ,,R.,|=—=2 1

(BB )= 5 =27 (1)

Tout mot xD{Qﬂk peut étre considéré comme l’écriture binaire d’'un entier x00---2-1 On
peut, deés lors, définir :

z,00- 73 par f(x)=R.,,
C=Im(f) est alors I'ensemble des lignes de la matrice R. Et d’apres (1) 8(C)=2"". Au final, on

dnmm;m1aﬂedepmamﬁnﬁz(h2ﬁﬁ*)dmm(nmmb(h(ﬁwdm'fﬂ—lemmnsetdbn

corriger 27*. Par exemple avec k =5, les paramétres sont (5,32,16).

X X

0 00000
1 00001
2 00010
3 00011
4 00100
5 00101
6 00110
7 00111
8 01000
9 01001
10 01010
11 01011
12 01100
13 01101
14 01110
15 01111
16 10000
17 10001
18 10010
19 10011
20 10100
21 10101
22 10110
23 10111
24 11000
25 11001
26 11010
27 11011
28 11100
29 11101
30 11110
31 11111

Sur le bilan avantages/inconvénients, cet exemple se situe a l'opposé du premier. Sa redondance
croit de maniére exponentielle, en revanche ses capacités de détection/correction sont élevées.

Cette méthode est donc réservée & des transmissions peu fiables. Une variante de cette méthode

42 juillet 2021



Jacques Cellier

a été utilisée par les sondes Mariner dans leurs missions sur Mars pour communiquer avec la

Terre avec un code de parameétres (6, 32,16) :

3° Exemple : variante Mariner

On se fonde, comme précédemment, sur une matrice de Hadamard H, mais, cette fois de taille

R

n=2"" On définit alors la matrice S de taille 2nxn=2fx2*" par § :[E] ol R est la matrice

définie précédemment & partir de H, R la matrice définie & partir de —H .
Soit 2 lignes S;.,S; . (i <i’) de S. L’égalité des accords et des désaccords entre les lignes de R,

vaut aussi pour R'. On obtient :

5 sii,iOl---nousii,iOn+1---2n

d(SL,,Si',,): nsii'=i+n et dans tous les cas d(S Si.’,)z

i,

S

n .
— sinon
2

En définissant C, comme l’ensemble des 2n=2" lignes de § comme précédemment, on a

n

o(C)===2"7. Dou un code de paramétres (k,2k"l,2k"2), ce qui pour k=6 donne les

parameétres de Mariner.

Codes linéaires
Avec les codes linéaires, ’alphabet est un corps fini F,, ou ¢=p", p nombre premier. Il en
ressort que :
1. L’alphabet a une structure de corps.
2. Les ensembles de mots,Fq" et F,' ont une structure d’espace vectoriel su ce corps de
dimension respectives k, n.

Dans cette section, nous adopterons, par habitude, les conventions usuelles de 1’algébre linéaire :

les mots étant des éléments d’un espace vectoriel seront écrits comme des vecteurs colonnes.

Pour &k <n,un code C est alors défini comme l'image Im(g) d’une application linéaire injective :

k n
F/ O £ F,

C est donc un sous-espace vectoriel de F,' de dimension k.
Mais, il peut étre aussi défini comme le noyau Ker(h) d’une application linéaire surjective :
n n—k
FrobF
Le théoréme du rang permet d’écrire :
Rg (h) + Dim(Ker(h)) = Dim(F}') = n=k+Dim(Ker(h))=n « Dim(Ker())=k

En passant aux matrices correspondantes, on résume par la définition suivante :

43 juillet 2021



Jacques Cellier
Définition
Un code linéaire C de parameétres (k, n, 5(C)) est un sous espace vectoriel de dimension k de
F;'. Il peut étre défini soit par :

V' une matrice GOM, . (F,) de rang k dite matrice génératrice et C =Im(G),

v une matrice HOM,,, (F,) de rang n-k dite matrice de contréle et C=Ker(H).

Question de poids

36. Définition
X
Pour un mot x=| : |OF;, on appelle :
xﬂ

V' support de x, l'ensemble s(x) :{iDl---n / x ¢O} ,
v’ poids de z, w(x)=|s(x)|.
37. Proposition
Le poids w sur F, vérifie :
1. w(x):Oc»xZO.
2. Pour xOF), a0F,, w(ax)=w(x).
8. Pour x,yOF": w(x+y)<sw(x)+w(y).

DEMONSTRATION :

1. Evident.

2. Multiplier par un scalaire non nul ne change pas le nombre de termes non nuls dans x.

3. Posons z=x+y. Si i0s(z), comme z =x,+y,, x; et y, ne peuvent étre tous deux nuls. Donc

iDs(x) O s(y) et s(z) U s(x) U s(y) = W(Z) < W(x) +W(y).

La définition de la distance minimale d d’un code, se simplifie avec les codes linéaires via les

poids :

38. Proposition

La distance de Hamming sur F,' vérifie :d(x, y) :w(x—y) et est invariante par translation :

Ox,y,z0OF: d(x,y)=d(x+z,y+z)
Pour un code linéaire C : J(C) :gcnmig w(x)
x20

DEMONSTRATION :
Si d(x, y) =t, il existe exactement ¢ indices i tels que x; #y, donc ¢ indices i tels que x, -y, #0
et w(x— y) =¢t. Linvariance par translation s’en déduit immédiatement.

d(C)=mind(x, y)=minw(x-y), par invariance par translation. Comme C est un sous espace
x,ydC x,ydC
x#y x#y

vectoriel, z=x-y0OC et J(C):rzréiélw(z).
Z
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Remarque :
Si Dim(C)=k, |C|=4¢", la définition initiale de J(C) amenait & déterminer la distance minimale
de ¢*xq¢" —¢* couples d’éléments de C. La nouvelle formule revient a déterminer le poids

minimal de ¢* —1. C’est encore beaucoup, mais c’est mieux...

39. Proposition inégalité de Singleton

Soit C un code linéaire de paramétres (k, n, 5), alors 0<n—-k+1.

DEMONSTRATION :
Soit A le sous-espace de F,' formé des vecteurs dont les k-1 premiéres coordonnées sont nulles.
Il est de dimension n-k +1. Par ailleurs xDA:w(x)Sn—(k—l):n—kH.
Comme que le sous-espace A est de dimension n—k +1 et le sous-espace C de dimension k, le sous
-espace vectoriel A n C n’est pas réduit a {O} . Il existe donc un vecteur x non nul tel que :
1. xDA:w(x)Sn—k +1
2. xDC:JSw(x)
Dou: d<sn—-k+1.
40. Proposition

Soit un code linéaire C de paramétres (k, n, 5) et de matrice de controle H, alors dest la

longueur minimale d’une liste de colonnes de H liée.

DEMONSTRATION :
)Cl "
Soit x=| : |OF;, HxZijH.,j: Z x;H, ;.
Jj=1 JOs(x)
xn
Soit x0OC.
x0C = ;DSZ(X)XjH.’j =0. Par définition de s(x), ijs(x) = x;#0. Donc la liste (H"j)jDs(x) de

longueur w(x) =|s(x)| est lide. Dans C il existe un y de poids minimal d=w(y). Donc il existe une
liste liée de longueur o.
Supposons qu’il existe une partie D de 1---n, ayant moins de J éléments telle que telle que

(H. j) - soit liée. On aurait alors ) a;H. ;=0 avec les a; non tous nuls. Si on définit le mot
il ' ,
JjoD

a; siildD

0 sinon  °™ @ Hz=) z;H, ;=0=z0C. En contradiction avec w(z)<|D|<3d.

J=1

zOF,; par gz ={
Toute liste de colonnes de H de longueur <J est donc libre.

Exemple :

Les codes « Mariner » définis en amont étaient fondés sur une matrice de Hadamard mais
n’utilisait pas la structure d’espace vectoriel sur Z,. Voici un exemple de code linéaire fondé sur

une matrice de Hadamard.
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Vocabulaire et notations :

Un vecteur VOF," sera dit de type (a, b) si il est constitué par une alternance de « paquets » de
a «1»etdea «0>»en commencant par les « 1 ». Le nombre de paquets étant égal & b, on a

n=axb.

Exemples :

O = =
—_— O =

de type (4, 1) , de type (2, 2) , de type (1, 4) .

—_ = =

0 0

Pour simplifier les écritures, dans I’énoncé et la démonstration qui vont suivre, les lignes et
colonne des matrices seront numérotées a partir de 0.

Si M est une matrice (ou un vecteur) a coefficients dans F,, M désigne la matrice obtenue par

inversion des 0 et des 1.

41. Proposition
Soit RkDWl2kx2k (F,) la matrice obtenue a partir dune matrice de Hadamard-Walsh en
remplacant les « -1 » par des « 0 ». Soit, pour jO0---2* -1, Vj" la colonne j de R, . Alors :

1. V) est de type (2",1). Et pour jD{2°,21,~~,2"‘1} .V est de type (j, 2"/j)
2. La liste (VO",VI",VZ",W,V"

2k_1) est libre et C :Vec(VO",Vl",VZ",m,V"
8. o(c)=2""

2,(_1) est de dimension k+1.

DEMONSTRATION :

En préambule, pour illustrer et éclaircir, voici la situation pour k=4 :

(16,1)}(1,16) | (2,8) 4 ,4) (8,2)
0 7 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1

Récurrence sur k :
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1 1 1
\ . S O ) R I N
Pour k=2, ou les trois vecteurs sont : V; = . Vi = | V) = 0 I’énoncé se vérifie aisément.
1 0 0
H,=>H,.,
Qeeeee Geeeee |2k 2k+1 -1
0
! Rk Rk
Rk+1 =2_k
Rk Rk
2k+1_1

1. On va montrer que pour jD{O, 20,2 ... 2K 2"} , Vi est de type (j, 2"+1/j) en distinguant

3 cas :

k

Vi

a) j=0. Alors V}*' =| % | ne contient que des 1 et est du type voulu.

0 Vk y
0

%
b) jD{Z‘),2l,---,2"'I} , alors V™ :[V—’k] La taille des paquets ne change pas mais leur

i

nombre est doublé d’ou un type ( j, 2Ky j).

1

d’oll un type (2",2)

Ol = een

k
. _ Ak k+1 VO

c) j=2". Alors vi*' = = |=
VO

: A k+1 k+1 k+1 k+1
2. Liberté de (\/0+ VTV VT )

1
vk 1
2 avi"=0- 2 a|or|ray|£|=0
jm{o,z",z‘,-.-,z"*‘,z"} jm{o,z",z‘,-.-,z""} 4 0
0
aVvi=0

=
jD[O, 2090 ..., zk—l}
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Selon I'hypothése de récurrence, liberté de (v(f,vl",vz",'-.,vk

2k_l), tous les a; pour

jD{O, 20,21,-~,2k _1} sont nuls. Il reste alors a :1=0. D’ou la nullité de Ay .
1
3. Poids des vecteurs de C=Vec(V0"”,Vl"”,VZ"“,---,VZIEZI,VZIEH). Pour XOC on distinguera 2

cas :

a) X DVec(VOk”,Vlk”,Vzk“,---,v"”). Alors :

21(*1

k [
k+1 LG X N ' k vk vk k
= ajVj = a;| ;|7 ? ou X DVec(VO,V1 ,V2,~--,V2k,1).
j[{O’ZO’Zl’_“’Zk—l,zk} jm{o,zo’zl’_“,zk—l,zk} Vj

Selon I’hypothése de récurrence le poids w(X') 22" et donc w(X)=2".

X

b) X =Y +V", vy OVec (Vi v vir vt

2k -1

1

Y' 1
Selon le a) Y =(?J En posant w(Y')=d , et en additionnant (?J+ - |, on obtiendra

2"-d «1»au«mnord » et d « 1 » au « sud » donc w(¥)=2*.

Avec les notations de la proposition précédente on peut alors affirmer :

42. Corollaire

Le code linéaire défini par la matrice génératrice :

G:(Vok Ve | VE | |V2’2_1)D9V12k ) (F2)

X(k+1

a pour parameétres : (k +1, 2%, 2"_1).

REMARQUE :

Si 'on considére la matrice H Dﬁl/l( ok (F) transposée de la matrice obtenue a partir de R,

2 —k-1)
en excluant les colonnes appartenant a G, alors HxG =0. En effet, ce produit matriciel utilise

des colonnes distinctes C et C’ de R, et l'on sait (Cf. démonstration proposition 34) qu’entre ces

0 1 0 1
deux colonnes, on a 2¢7* (OJ k=2 (0] k=2 (1] k=2 [J De sorte que C'C'=27?=0 dans F, .

Par conséquent Im(G) O Ker(H). Il reste a prouver 1’égalité pour avoir une matrice de controle,

mais je n’y suis parvenu... pour l'instant.

A suivre...
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Notations

Notations générales

Nombre d’éléments d’un ensemble fini E.

ensemble des entiers i m<i<n

Partie entiére d’un réel x.

Algeébre

A[X] Anneau (et espace vectoriel) des polynémes sur l'anneau A.
A[X] Sous-espace vectoriel des polynémes de degré <n
Z/nZ, 7, Anneau (corps si n premier) des entiers modulo n.
F, Corps fini de g =p" éléments, p premier.
All Quotient de I'anneau A par l'idéal I.
aA , (a) Idéal principal de 'anneau A engendré par a.
Algébre linéaire

Le sous-espace engendré par une partie A d’'un espace vectoriel
Vec(A) P
Vec(e, -+-e,) Le sous-espace engendré par {el, ---en} .
Dim(E) La dimension d’un espace vectoriel de dimension finie.

Les coordonnées d’un vecteur z d’'un espace vectoriel F muni
X G d’une base b.
L(E,F) L’espace vectoriel des applications linéaires de E vers F.
L(E) L’espace vectoriel (et anneau) des endomorphismes de F.
M, ,(K) L’espace des matrices de n lignes et p colonnes
M, (K) L’espace des matrices carrées de n lignes et n colonnes

GL(E) , GL,(K)

Groupe linéaire général

(ai,j)i:l»--n

j=lep

Matrice de taille nx p ayant pour terme q; ; en ligne 7, colonne

7
a ; A Le terme de la matrice A situé en ligne 4, colonne j
A . La ligne 7 de la matrice A.
A La colonne j de la matrice A.

Im(f), Im(A)

L’image d’une application linéaire f, d’'une matrice A.

Ker(f), Ker(A)

Le noyau d’une application linéaire f, d’une matrice A.

Rg(f), Rg(A)

Le rang d’une application linéaire f, d’'une matrice A.

M. ,(f)

La matrice de ’application linéaire f dans la base b de départ et

¢ d’arrivée.
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M, (f) La matrice de I'endomorphisme f dans la base b.
Le vecteur de la base canonique de K" dont tous les termes
E sont nuls sauf le i*™.
I oul, La matrice identité de M, (K).
U ou U, Le vecteur de K" dont toutes les coordonnées sont égales a 1.
J ou J, J, =U, U' matrice de M (K) dont tous les termes valent 1.
id ou id, L’endomorphisme identité d’un espace de dimension n.

Tr(A),Tr(f)

La trace d’une matrice carrée A, d’'un endomorphisme f.

Somme des sous-espaces F' et G.

F+G
FOG Somme directe des sous-espaces (ou espaces) F et G.
Somme directe des applications linéaires f et g, des matrices A
fUOg, AOB
et B.
Al La matrice transposée de la matrice A.
f! La transposée de 'application linéaire f.
Diag(d, ---d,) Matrice diagonale.
E* L’espace dual de E.
<¢ ; x) La valeur d’une forme linéaire ¢ OE* sur un vecteur x0OE.
Dety(x;, =+, X,) Déterminant d’une liste de vecteurs dans une base b.
Det(A) ,|A| Déterminant de la matrice carrée A.
Det(f), | f | Déterminant de I’endomorphisme f.
xOy, GOH Orthogonalité de vecteurs, de sous-espaces.
o Le supplémentaire orthogonal du sous-espace F'
(x; y> Produit scalaire des vecteurs z et v.
[, Norme euclidienne du vecteur z.
O(E), O(n) Groupe orthogonal alias groupe des isométries de E (K =R).
A Matrice ajointe de 4 (=A").
U(E),U(n) Groupe unitaire alias groupe des isométries de F (K =C).

Spec(f), Spec(A)

Ensemble des valeurs propres d'un endomorphisme f, d’une

matrice A.

C/(X).Cu(X)

Polynome caractéristique d’'un endomorphisme f, d’'une matrice

A.

E, Sous-espace propre associé a une valeur propre A

P(f) Polynéme P appliqué a I’endomorphisme f.

K [ f ] L’algebre (commutative) des polynoémes de I’endomorphisme f.
fx Application adjointe de f.

50 juillet 2021



10

11

Jacques Cellier

Bibliographie sommaire

Bacuoc C., Cours de codes, Université de Bordeaux I (UE Codes/Signal).
http://www.ufr-mi.u-bordeaux.fr/CSI/Cours/code.pdf

CELLIER J., Algebre linéaire, PUR 2008.

COSTE L., PAUGAM A., QUAREZ R., Codes Correcteurs, Université de Rennes I.

http://dyna.maths.free.fr/docs/lecons/developpement _algebre 370.pdf

ELIAHOU S., La conjecture de Hadamard (I) et (II), Image des Mathématiques.

https://images.math.cnrs.fr /La-conjecture-de-Hadamard-I.html

ESCOFFIER JP. Théorie de Galois, Masson 1997

GOETHALS J.M.,. SEIDEL J.J, Orthogonal matrices with zero diagonal.ii, Can.J.Math.,
Vol. XXIII, No.5, 1971, pp.816-832.
http://mathscinet.ru/files/OneZeroDiagonalll.pdf

MASAHIKO MIYAMOTO, A construction of Hadamard matrices, Journal of
Combinatorial Theory, Series A Volume57, Issuel, May 1991, Pages 86-108.

https: //www.sciencedirect.com /science/article /pii/0097316591900085 /pdf?md5
=8080b4c9eTba8cee8b206a69267a7d6b&pid=1-52.0-0097316591900085-main.pdf

MATHON R. , Symmetric conference matrices of order pg®+1, Can. J. Math., Vol.
XXX, No. 2, 1978, pp. 321-331.
http://mathscinet.ru/files/MathonR.pdf

MERCIER DJ. , L’algébre dans la correction des erreurs.
https://hal.univ-antilles.fr /hal-00764247/

PARVATHY S., Theory Of Block Designs, Indian Institute of Science Education and
Research, Mohali.

https://www.isibang.ac.in/~sury/parvathy.pdf

SEBERRY, J.R.,WYsocki, B.J.,Wysocki, T.A., On some applications of Hadamard
matrices, University of Wollongong

https://ro.uow.edu.au/cgi/viewcontent.cgi?article=1603&context=infopapers

o1 juillet 2021



12

13

14

Jacques Cellier

SUK JOON, MICHAEL HWANG, Application of Balanced Incomplete Block Designs in

Error Detection and Correction.

https://www.researchgate.net /publication /319621339 _

Application _of Balanced Incomplete_Block Designs

in_FError_Detection _and_ Correction

STEEPLETON JACOB, Constructions of Hadamard Matrices, April 27,2019.

ZEMOR G., Arithmétique 1: corps finis et applications.

http://www.math.u-bordeaux.fr /~zemor/arit06.pdf

ZEMOR GILLES, Master CSI, Arithmétique 1: corps finis et applications, 11 décembre
2006.
http://www.math.u-bordeaux.fr /~zemor /arit06.pdf

52 juillet 2021



