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AUTOUR DES PERMUTATIONS

with(combinat);

with(plots):

with(GraphTheory):

Soit  l'ensemble :

E:=n->{seq(i,i=1..n)};
Warning, (in E) `i` is implicitly declared local

E(10);

Une permutation  est une bijection de  qui sera représentée par la liste d'entiers 
 (forme "standard"). L'ensemble des permutations de E  est un groupe non 

commutatif si  pour  noté dit symétrique.
Par exemple la permutation identique de  sera définie par  :

id:=n->[seq(i,i=1..n)];
Warning, (in id) `i` is implicitly declared local
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Représentation par un graphe
La procédure suivante permet de repésenter la permutation  par un graphe orienté dont les flèches 
sont définies par 
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plotperm:=proc(s::list)
local G::set,i::integer,GO;
G:={seq([i,s[i]],i=1..nops(s))};
GO:=Digraph(G);
DrawGraph(GO,layout=circle,stylesheet=[vertexcolor=navy,edgecolor=blue]);

end:

plotperm([2,3,4,5,6,7,8,9,10,1]);

Composition
La procédure suivante calcule la permutation composée  de  
permutations.
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compose:=proc(S)
local i,j,k,n::integer,R,T::list;
n:=nargs;
if n<2 then error("S doit être une séquence d'au moins 2 permutations");fi;
R:=args[n];
k:=nops(R);
for i from n-1 to 1 by -1

do
for j from 1 to k

do
R[j]:=args[i][R[j]];
od;

od;
return(R);
end:

compose([2,3,1,4],[4,1,3,2]);

s1:=randperm(10);s2:=randperm(10);s3:=randperm(10);compose(s3,
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s2,s1);compose(s1,s2,s3);

Inverse
Il s'agit de l'inverse dans le groupe symétrique (autrement dit la bijection réciproque) et non la 
permutation "miroir".
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inverse:=proc(s::list)
local si::list,i;
for i from 1 to nops(s) do si[s[i]]:=i od;
convert(si,list);
end:

s:=[2,3,1,4];

inverse(s);

compose(s,inverse(s));compose(inverse(s),s);

Transposition
Une transposition est une permutation qui échange deux éléments. Pour être cohérent avec la future 
notation des cycles, elles seront représentées par une liste de 2 entiers [ ]. et non par une paire 

. Mais bien évidemment les transpositions définies par [ ] et [ ] sont égales. Il est tout 
aussi évident que chaque permutation est sa propre inverse.
ATTENTION :  [ ] échange les deux éléments  et  et non les deux éléments de rang  et . La 
fonction suivante compose une transposition à gauche avec une permutation à droite. Si la 
permutation est l'identité, elle donne la forme "standard" de la transposition.

transpose:=(t,s)-> subs(t[1]=0,t[2]=t[1],0=t[2],s):

s:=randperm(10);t:=transpose([2,7],s);

transpose([1,6],id(10));

compose(%,%);



> > 

> > 

Décomposition en produit de transpositions
Toute permutation se décompose en produit dz transpositions. Cette décomposition n'est pas 
unique, mais la parité du nombre de transpositions requises est invariante : c'est la signature de la 
permutation (Cf. infra).
La procédure  retourne une liste de transposition à exécuter dans l'ordre

  (( si 2 transpositions ont un élément commun, elles ne commutent pas) pour 
obtenir la permutation.
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decomposet0:=proc(s::list)
local n::integer,l::list;
n:=nops(s);
if n=1 then 

return([]);
else

if s[n]=n then 
return(decomposet0(s[1..n-1]))
else
l:=s[1..n-1];l:=subs(n=s[n],l);
return([[n,s[n]],op(decomposet0(l))]);

fi;
fi;
end:

t;decomposet0(t);

Remarques :
L'algorithme récursif utilisé  retourne toujours une solution  vérifiant :

Si on souhaite obtenir le résultat avec la convention (par anticipation, c'est celle adoptée pour la 
1° variante de la décomposition en cycles) :

On peut utiliser :
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2
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6

decomposet:=proc(p::list)
local n::integer,l,s::list;
s:=inverse(p);
n:=nops(s);
return(ListTools[Reverse](decomposet0(s)));
end:
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t;decomposet0(t);decomposet(t);

La procédure recomposet(lt,n) fait le travail inverse. Elle peut fonctionner quelque soit la 
forme adoptée pour les transpositions.
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recomposet:=proc(lt::list,n::integer)
local k,i::integer,s::list;
k:=nops(lt);
s:=[seq(i,i=1..n)];

for i from k to 1 by -1 do
  s:=transpose(lt[i],s);

od;
return(s);
end:

t;td0:=decomposet0(t);td:=decomposet(t);

recomposet(td0,10);recomposet(td,10);

c1:=recomposet([[1,2],[1,3],[1,4],[1,5]],5);

c2:=recomposet([[1,5],[1,4],[1,3],[1,2]],5);

compose(c1,c2);
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Par anticipation, ces deux dernier exemples ont pour résultats des cycles.

plotperm(c1);> plotperm(c2);> 

Les transpositions de constituent donc un ensemble de générateurs de ce groupe. Mais, on 
peut pousser plus loin... Chaque transposition  peut se décomposer en produit de 
transpositions de type .
Récurrence sur .

Vrai pour .
Si vrai pour . Soit avec , alors 

. Il suffit d'appliquer l'hypothèse de 
récurrence à .

Le nombre de générateurs de  se réduit alors à .

La procédure suivante réalise cette décomposition et retourne une liste de 
transpositions du type : 
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decomposett:=proc(t::list)
local a,b,c::integer,R;
if t[1]>t[2] then a:=t[1];b:=t[2] else a:=t[2];b:=t[1];fi;
if a-b=1  then return([t]);

else R:=[[b+1,b],op(decomposett([a,b+1])),[b+1,b]];
fi;
return(R);

end:

tr:=decomposett([7,1]);

recomposet(tr,10);
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Inversions et signature
Dans une permutation  une inversion a lieu ssi  et  ;. La procédure 

 calcule le nombre d'inversions d'une permutation. 
La fonction signature(s), qui retourne 1 ou -1 selon la parité de ce nombre, est un 
morphisme du groupe dont le noyau est le sous-groupe distingué dit alterné.
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inversions:=proc(s::list)
local i,j,n,inv;
inv:=0;
n:=nops(s);

for i from 1 to n do
for j from i+1 to n
do
if s[i]>s[j] then inv:=inv+1 fi;
od;

od;
return(inv);
end: 

s;inversions(s);

17
t:=randperm(10);inversions(t);

23
signature:=s->if inversions(s) mod 2 =0 then 1 else -1 fi:

signature(s),signature(t);

Cycles
Les cycles étendent les transpositions. Un   de   est représenté par une liste  

où pour  :  et .

La procédure cycle(c,s) compose un cycle à gauche et une permutation écrite sous forme 
dévellopée à droite. Si cette dernière est l'identité, elle retourne l'écriture dévellopée du cycle.
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cycle:= proc(c::list,s::list)
local cs::list,i,k,n,r;
k:=nops(c);n:=nops(s);

for i from 1 to n do
if member(s[i],c, 'r') then 

if r<k then cs[i]:=c[r+1] else cs[i]:=c[1] fi;
else
cs[i]:=s[i];
fi;

od;
return(convert(cs,list));
end:

L'inverse du cycle est le cycle miroir :

c1:=[2,5,7,9,10,3];c2:=ListTools[Reverse](c1);

sc1:=cycle(c1,id(10));

sc2:=cycle(c2,id(10));

compose(sc1,sc2);

Décomposition en cycles disjoints
Une permutation se décompose en produits de cycles disjoints (et donc commutant). Cette 
décomposition est unique, à l'ordre des cycles près.
Remarque : [4,5,2] et [2,4,5] sont des cycles égaux.  

Procédure préalable pour effectuer une rotation de la liste afin de placer l'élément e
en tête 
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rot:=proc(C::list,e::integer)
local RC::list,i,j,lc,r::integer;
lc:=nops(C);
r:=1;

while C[r]<>e do 
r:=r+1;
od;

RC:=[op(C[r..lc]),op(C[1..r-1])];
return(RC);
end:

rot([1,2,3,4,5],2);
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La procédure suivante détermine la décomposition en cycles disjoints :
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decomposec:=proc(S::list)
local L,C::list,i,j,s,c,M::integer,cycles::exprseq;
L:=[seq(j,j=1..nops(S))];cycles:=NULL;
while L<>[] do

  C:=[L[1]];c:=S[L[1]];
  while c<>L[1] do

    C:=[op(C),c];
    c:=S[c];
od;

  #mise en tête de l'élément maximum de C  
  M:=max(op(C));
  C:=rot(C,M); 
  cycles:=cycles,C;
  L:=remove(member,L,C);
  od;

#tri des cycles selon l'ordre croissant de leur 1° élément 
return(sort([cycles],(x,y)->x[1]<y[1]));
end:

aa:=[2,1,7,8,3,4,10,5,9,6];

bb:=decomposec(aa);

plotperm(aa);

Remarques :
Cette procédure fait apparaître éventuellement des cycles de longueur 1 (cf. bb).
Elle retourne le résultat sous la forme standardisée suivante :

Chaque cycle a son élément maximal en tête.

Les cycles sont triés selon l'ordre croissant de leur max.
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L'ordre d'un  est . Il s'en suit que le l'ordre d'une permutation est le PPCM des cycles dont 
est elle le produit.

La variante suivante  (par anticipation, elle reprend les conventions de la fonction Perm() du 
package GroupTheory) :

supprime les cycles de longueur 1 correspondant à des points fixes,
place en tête l'élément minimal du cycle,
trie les cycle selon l'ordre croissant de leur min.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

decomposec2:=proc(S::list)
local L,C::list,i,j,s,c,mm::integer,cycles::exprseq;
L:=[seq(j,j=1..nops(S))];cycles:=NULL;
while L<>[] do

  C:=[L[1]];c:=S[L[1]];
  while c<>L[1] do

    C:=[op(C),c];
    c:=S[c];
od;

  if nops(C)>1 then
  #mise en tête de l'élément minimum de C  
  mm:=min(op(C));
  C:=rot(C,mm); 
  cycles:=cycles,C;

    fi;
  L:=remove(member,L,C);
  od;

#tri des cycles selon l'ordre croissant de leur 1° élément 
return(sort([cycles],(x,y)->x[1]<y[1]));
end:

decomposec(aa);decomposec2(aa);

La procédure suivante à partir d'une liste de cycles redonne la permutation sous forme "standard" . 
Elle fonctionne aussi avec des cycles non disjoints, à condition, bien sûr de respecter l'ordre !
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recomposec:=proc(CYS::list,n::integer)
local S,CY::list,i,j,ncy,lcy::integer;
ncy:=nops(CYS);
S:=id(n);
for i from ncy to 1 by -1

do
S:=cycle(CYS[i],S);
od;

return(S);
end:

aa;recomposec(bb,10);
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dd:=randperm(20);

plotperm(dd);

ee:=decomposec(dd);ee2:=decomposec2(dd);

recomposec(ee,20);recomposec(ee2,20);

Décomposition d'un cycle en transpositions
Bien évidemment , les cycles, comme toutes permutations se décomposent en transpositions. Mais le 
procédé est  plus simple :

 se décompose en : 
Démonstration par récurrence sur k :

vrai pour 
Supposons vrai pour . Soit le cycle  et la transposition 

, on a :  pour , , 

. Donc  est le cycle . Donc . En appliquant
l'hypothèse de récurrence : , on obtient :

La procédure suivante effectue cette décomposition pour les cycles 

1

2
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5

deccycle:=proc(c::list)
local i,k :: integer;
k:=nops(c);
return([seq([c[1],c[k-i]],i=0..k-2)]);
end:
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c:=[10,2,7,3,6,4];cd:=deccycle(c);

cycle(c,id(10));recomposet(cd,10);

Remarque :
Ce dernier résultat fournit une autre voie pour montrer que toute permutation se décompose en 
transpositions. On montre d'abord la décomposition en cycles disjoints, puis on applique le résultat 
précédent.

Records et correspondance de Foata
est un record de la permutation ssi pour tout . L'indice  est la position du record.

La procédure suivante retourne sous la forme d'une liste de couples  les records d'une 
permutation.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

records:=proc(s::list)
local R::sequence,i,j,n,lastrecord,lastposition::integer;
n:=nops(s);
lastposition:=1;lastrecord:=s[1];
R:=[1,s[1]];

for i from 2 to n 
do
    if s[i]>lastrecord then
         R:=R,[i,s[i]];lastposition:=i; lastrecord:=s[i];
    fi;
od;

return([R]);
end:

r:=randperm(10);records(r);

Correspondance de Foata
A une permutation de records, la procédure suivante associe (bijectivement) une permutation de  
cycles.  L'idée est de scinder la permutation avant chaque record et de prendre comme cycles les 
morceaux obtenus. On obtient bien alors une permutations de  cycles :
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foata:=proc(L::list)
local i,j,k::integer,C::sequence,R::list;
R:=records(L);
C:=NULL;

for i from 1 to nops(R)-1 
do
j:=R[i][1];k:=R[i+1][1]-1;
C:=C,L[j..k];
od;

C:=C,L[k+1..nops(L)];
#print([C]);
return(recomposec([C],nops(L)));
end:

aa;records(aa);faa:=foata(aa);decomposec(faa);

foata([3,2,4,1,7,9,8,5,6]);ataof(%);

Procédure réciproque :
L'idée est simple. La procédure decomposec() retourne une liste de   cycles avec le max de 
chaque cycle en tête rangé par ordre croissant de leur max. Si on les concatène, chaque "tête" de 
cycle est un record...
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ataof:=proc(L::list)
local i,j,k,n,M::integer,C,D::list,T::sequence;
C:=decomposec(L);
#print(C);
T:=NULL;

for i from 1 to nops(C)
do
T:=T,op(C[i]);
od;

return([T]);
end:
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ataof(faa);

   

randperm(20);ataof(foata(%));foata(ataof(%%));

Gaa:=listplot(aa, style=pointline, thickness=0,symbol=

solidcircle,color=red,legend="permutation"):

Gfaa:=listplot(faa, style=pointline,thickness=0,symbol=

solidcircle, color=blue,legend="foata"):

ID:=plot(x,x=1..nops(aa), style=line, thickness=0, color=green,

legend="identité"):

display(Gaa,Gfaa,ID);

Selon la correspondance bijective de Foata, le nombre de permutations de  cycles est égal au 
nombre de permutations avec   records (voir infra).
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Code de Lehmer et autres
On définit n}. Le code de Lehmer établit une bijection entre et 

       où =Card{j  /1<=j<=i et 
 est un record ssi  

Procédure :
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lehmer:=proc(s::list)
local i,j,n,inv::integer,linv::sequence;
linv:=1;
n:=nops(s);
for i from 2 to n 
   do
   inv:=0;
   for j from 1 to i 
      do
      if s[j]<=s[i] then inv:=inv+1 fi;
      od;
   linv:=linv,inv;
   od;
return([linv]);
end:

sa:=[6,3,8,1,4,9,7,2,5];as:=lehmer(sa);

records(sa);

Procédure réciproque :
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remhel:=proc(F::list)
local i,j,n,inv::integer,L,S::list;
n:=nops(F);
L:=[seq(i,i=1..n)];
S:=[seq(0,i=1..n)];
for i from n to 1 by -1
   do
   S[i]:=L[F[i]];
   L:=subs(S[i]=NULL,L); #supprime S[i] de la liste S
   od;
return(S);
end:

remhel(as);

bs:=randperm(20);
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records(bs);sb:=lehmer(bs);

remhel(sb);

A:=listplot(bs, style=pointline, thickness=0,symbol=

solidcircle, color=red,legend="permutation"):

B:=listplot(sb, style=pointline, thickness=0, symbol=

solidcircle,color=blue, legend="Lehmer"):

ID:=plot(x,x=1..nops(bs), style=line, thickness=0, color=green,

legend="identité"):

display(A,B,ID);

Nombre de Stirling de 1° espèce
Le nombre de Stirling de 1° espèce S1(n,k) est le nombre de permutations de  ayant  cycles. 
D'après la correspondance bijective de Foata, c'est aussi le nombre de permutations de En ayant  
records. Ou encore, selon le code de Lehmer, le nombre d'éléments de  avec  indices tels que : 

 
On a, pour n>=1 : S1(n,0)=0 et S1(n,n)=1 

Formule de récurrence
Un élément de  est obtenue  à partir d'un élément de  en choississant   dans {1,...,n}. Si on 
choisit   le nombre de records augmente de 1, sinon il reste inchangé. Par conséquent, Un 
élément de Fn avec k  records est obtenue :
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 Soit à partir d'un élément de   avec records en choisissant fn  dans {1,..., }.

 Soit à partir d'un élément de   avec  records en choisissant  .

D'où :   = ) +

Avec Maple, la fonction  du package  combinat retourne la version "signée". Il faut 
donc utiliser : 

seq(abs(stirling1(10,k)),k=0..10 );

Montées
Une montée se produit au rang   (1 dans une liste d'entiers L ssi . Une 
permutation et son code de Lehmer ont le même nombre de montées. 
Le nombre de permutations de  avec  montées est le nombre eulérien .
On a, pour   :  et 

Formule de récurrence
Une permutation de  est obtenue  à partir d'une permutation de  en insérant n dans la liste : [

,..., ]. Si cette insertion a lieu avant une montée ou en tête, le nombre de montées reste 
inchangé sinon il augmente de 1. Par conséquent, Une permutation de  avec k montées est obtenue 
:

Soit à partir d'une permutation de    avec k  montées en insérant  soit en tête, soit après 
une des k  montées.

Soit à partir d'une permutation de    avec  montées en insérant  dans un des   
autres places disponibles.

D'où :  

seq(eulerian1(10,k),k=0..10 );

Nombres de permutations avec k points fixes
On notera le nombre de permutations de avec  points fixes. Lorsque 

on appelle une telle permutation un "dérangement". On a les relations suivantes :
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Der0:=proc(n::integer)
local i,j,d,ds::integer;
d:=1;
for i from 1 to n 

do
ds := d*i+(-1)^i;
d:=ds;
od;

return(d);
end:

seq(Der0(i),i=0..10);

1

2

3

Derk:=proc(n,k::integer);
return(binomial(n,k)*Der0(n-k));
end:

Derk(9,1);
133497

seq(Derk(9,i),i=0..9);

Nombres de permutations updown (zigzag)
Ce sont les permutations telles que Autrement dit  : ssi  est impair. 
Exemple : 

listplot([1, 4, 2, 8, 6, 9, 3, 10,5,7], style=pointline, 

thickness=0,symbol=solidcircle,color=red,legend="zigzag");

On peut aussi considérer les permutations downup et il existe une bijection évidente entre elles et les 
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updown.
On notera le nombre de ces permutations. Cette suite (A000111 OEIS) vérifie :

(convention)

 pour    (F1)

Démonstration :
Dans une permutation  updown, les "bosses" sont toujours de rang paire et les "creux" de 
rang impair. En particulier le rang  tel que  est pair.

On pose , 

Une permutation  updown avec est construite :

En choisissant entiers parmi  Soit façons.
En les organisant en zigzag updown. Soit façons.
En organisant les restant en zigzag updown façons.
Au rang  de raccordement, tout se passe bien puisque , ce qui implique 

et 

On a donc : 

     (F2)

Les nombres de permutations updown et downup sont égaux. En adaptant le raisonnement fait 
précédemment pour les updown aux downup, on obtient :

 pour 

D'où :

Une dernière formule sans démonstration :

   (F3)
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Les procédures retounent  la liste des valeurs de cette suite de . 

La première, pour laquelle on a deux fois moins de termes à calculer et additionner 
est préférable pour un calcul effectif.
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ZigZag:=proc(n::integer)
local i,j,k::integer,Z::Array;
Z:=Array(0..n);
Z[0]:=1;Z[1]:=1;
for k from 2 to n

do
Z[k]:=add(binomial(k-1,2*j-1)*Z[2*j-1]*Z[k-2*j],j=1..floor(k/2));
od;

return(Z);
end:
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ZigZag2:=proc(n::integer)
local i,j,k::integer,Z::Array;
Z:=Array(0..n);
Z[0]:=1;Z[1]:=1;
for k from 2 to n

do
Z[k]:=add(binomial(k-1,i-1)*Z[i-1]*Z[k-i],i=1..k)/2;
od;

return(Z);
end:
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ZigZag3:=proc(n::integer)
local i,j,k::integer,Z::Array;
Z:=Array(0..n);
Z[0]:=1;Z[1]:=1;
for k from 2 to n

do
Z[k]:=add(binomial(k-2,j)*Z[j]*Z[k-1-j],j=0..k-2);
od;

return(Z);
end:

Z:=ZigZag(18);ZigZag2(18);ZigZag3(18);

Fonction génératrice exponentielle des 

Rappel : si  sont deux fge,  où 
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Appliqué à  on obtient :  pour  d'après (F2)

2  

Or :

On en déduit : 

La fge  associé à  vérifie donc l'équation différentielle : 2 avec la condition initiale

, que Maple sait résoudre:

dsolve({2*D(y)(x)=y(x)^2+1,y(0)=1},y(x));

Mais on peut la résoudre sans son aide:

2 <=>  <=> arctan(y) =  <=>

En utilisant la formule de trigonométrie :  , on obtient 

 Au final :

Ce qui, compte tenu de la parité de  et l'imparité de , donne le développement en série

entière de ces deux fonctions.

series(tan(x),x=0,18);series(1/cos(x),x=0,18);
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seq(Z[i]/i!, i=0..17);

seq(bernoulli(2*n),n=1..9);

seq(-2*n*Zeta(1-2*n),n=1..9);

seq((-1)^(n-1)*2*n*Z[2*n-1]/(16^n-4^n),n=1..9);

Avec le package GroupTheory
Ce package inclut dans ses versions récentes des fonctions permettant de travailler avec les 
permutations.

with(GroupTheory):
Voici une présentation des fonctions de ce package en parallèle avec celles définies dans cette feuille 
:

Création d'une permutation (type Perm)
n:=10;ide:=id(n);pide:=Perm(ide);

s:=[1,2,5,3,10,8,4,9,6,7];ps:=Perm(s);

type(ps,Perm);
true

Perm() retourne la permutation sous la forme de  disjoints, . Pour la permutation 
identitique, il n'en n'existe pas d'où la réponse de Maple.
Il semble en fait que Perm()
la valeure  de n. 
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Illustration : Ps[i] (forme abrégée de PermApply(ps,i)) retourne l'image de i par la 
permutation ps.

seq(ps[i],i=1..15);

Lorsque  

Si on tient compte de la valeur de n, on peut à partir d'une permutation retournée par Perm(), 
retouver la permutation initiale sous forme "standard".

1

2

3

4

standard:=proc(P::Perm,n::integer)
local i::integer;
return([seq(P[i],i=1..n)]);
end:

standard(ps,n);

Dans l'autre sens, la fonction  decomposec2(), retourne bien, avec des notations différentes le 
même résultat que Perm() 

decomposec2(s);ps;

Composition de permutations  (ATTENTION : inversion de l'ordre des termes !)
La composition de permutations s'effectue par PermProduct() ou plus simplement par .

t:=[3,2,5,1,10,8,4,9,6,7];pt:=Perm(t);

compose(t,s); ps.pt;standard(%,n);

compose(s,t); pt.ps;standard(%,n);

La puissance d'une permutation s'effectue par PermPower(ps,k) ou plus simplement par ps^k
A noter que cette fonction admet des exposants entiers négatifs (cf infra : permutation inverse)
La fonction PermOrder(ps) retourne l'ordre de , c'est à dire le plus petit entier   tel que 

.
k:=PermOrder(ps);ps^k;

Permutation inverse
ps^(-1) , forme abrégée de la fonction PermInverse(ps) retourne l'innverse de ps. 



> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

inverse(s);sp:=ps^(-1);standard(sp,n);

sp.ps;


