AUTOUR DES PERMUTATIONS

> Wt h(conbi nat);

[ Chi, bell, binomial, cartprod, character, choose, composition, conjpart, decodepart, encodepart, eulerianl,
eulerian?, fibonacci, firstcomb, firstpart, firstperm, graycode, inttovec, lastcomb, lastpart, lastperm,
multinomial, nextcomb, nextpart, nextperm, numbcomb, numbcomp, numbpart, numbperm, partition,
permute, powerset, prevcomb, prevpart, prevperm, randcomb, randpart, randperm, rankcomb, rankperm,
setpartition, stirling1, stirling2, subsets, unrankcomb, unrankperm, vectoint]

;> wth(plots):
[> Wi th(G aphTheory):

Soit E I'ensemble :

=> E: =n- >{sgq(i =1L, n)};l

Warnin in E S R

E=nw {seq(i,i=1.n)}

=> E(10);

| {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Une permutation s est une bijection de £/ qui sera representée par la liste d'entiers

[s(1),s(2), ()-(),s(n)] (forme "standard"). L'ensemble des permutations de £ _est un groupe non
commutatif si 2 < n pour ° noté S dit symetrique.
Par exemple la permutation identique de £ sera définie par id, :

> id:=n->[seq(i,i=1..n)];
Warning, (in id) "i° dis dmplicitly declared local

id=nwv [seq(i,i=1.n)]
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V¥ Représentation par un graphe

La procédure suivante permet de repésenter la permutation s par un graphe orienté dont les fléches
sont définies par [i, Si]

1 plotperm=proc(s::1list)
2 local G::set,i::integen GO;

3 G:={seq([i,s[i]],i=1..nops(s))};

4 GO:=DigrapHKG);

5 DrawGrapl{GO, layout=circle stylesheet[vertexcoloenavy,edgecolorblue]);
6 end:

> plotpern([2,3,4,5,6, 78,9, 10,1]):

¥ Composition

La procedure suivante calcule la permutation composée s, o5, | o...os, de k(1 < k)
permutations.

1 compose =proc(S)

2 locali,j,k,n::integenR,T::1list;

3 n:=nargs;

4 if n<2 then erron("S doit étre une séquence d'au moins 2 permutatigrfd}

5 R:=args[n];

6 k:=nops(R);

7 for i fromn-1 to 1 by -1

8 do

9 for j from1 to k

10 do

1 R[j]:=args[i][R[]]];

12 od;

13 od;

14 return(R);

15 end:

B conpose([2,3,1,4],[4,1,83,2]);
[4,2,1,3]

B sl: =randpern(10); s2: =randper m(10); s3: =r andper n{ 10) ; conpose(s3,
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s2,sl); conpose(sl, s2,s3);

sl =1[3,8,9,51,7,2,10,4,6]
s2:=16,7,2,4,10,1,5,9,3, 8]
s3:=1[10,6,2,3,5,7,4,8,9,1]
[6,9,2,1,7,5,4,8,3, 1
[

V Inverse

Il s'agit de I'inverse dans le groupe symétrique (autrement dit la bijection réciproque) et non la
permutation "miroir".

inverse=proc(s::1list)

local si::list,i;

for i from 1 to nops(s) do si[s[i]]:=1 od;
convert(si,list);

end:

o U b W N R

> s:=[2,3,1,4];

L s=[2,3,1,4]

> inverse(s);

L [3,1,2,4]

> conpose(s,inverse(s)); conpose(inverse(s),s);
[1,2,3,4]

n [1,2,3,4]

V¥ Transposition

Une transposition est une permutation qui échange deux €éléments. Pour étre cohérent avec la future
notation des cycles, elles seront représentées par une liste de 2 entiers [a, b]. et non par une paire
{a, b} . Mais bien évidemment les transpositions définies par [a, b] et [a, b] sont égales. Il est tout
aussi évident que chaque permutation est sa propre inverse.

ATTENTION : [a, b]échange les deux ¢éléments a et b et non les deux éléments de rang a et b. La
fonction suivante compose une transposition a gauche avec une permutation a droite. Si la
permutation est l'identité, elle donne la forme "standard" de la transposition.

| > transpose: =(t,s)-> subs(t[1]=0,t[2]=t[1],0=t[2],s):

> s:=randperm(10);t:=transpose([2,7],5S);
s—[384651 2,10,7,9]
L t'=[78,76, 70,7]
> transpose([1,6],1d(10));
[6,2,3,4,5,1,7,8,9,10]

B conpose(% 9 ;

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]
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Y Décomposition en produit de transpositions

Toute permutation se décompose en produit dz transpositions. Cette décomposition n'est pas
unique, mais la parité du nombre de transpositions requises est invariante : c'est la signature de la
permutation (Cf. infra).

La procédure decomposet0( s) retourne une liste de transposition a exécuter dans I'ordre
gauche<—droite (( si 2 transpositions ont un élément commun, elles ne commutent pas) pour
obtenir la permutation.

if s[n]=n then
returndecomposet®s[1..n-1]))
else
l:=s[1..n-1];1:=subs(n=s[n],1);
return([[n,s[n]],op(decomposet®l))]);
fi;
fi;
end:

1 decomposet®=proc(s::1list)
2 local n::integenl::1ist;
3 n:=nops(s);

4 if n=1 then

5 return[]);

6 else

7

8

9

B B R R R R
u r W N R

> t ; deconposet 0(t);

8, ]
[[10,9],19,2],(8,2], [6,1], [4,1],[3,1]]

Remarques :

L'algorithme récursif utilis€¢ retourne toujours une solution [ [al, b1 ],.., [ak, bk]] vérifiant :

e k<n—1
e b < a.

1 l
*a4 1 Sq

Si on souhaite obtenir le résultat avec la convention (par anticipation, c'est celle adoptée pour la
1° variante de la décomposition en cycles) :

e k<n—1
e b < a.

1 l
ca; s a;

On peut utiliser :

1 decomposet=proc(p::list)

2 local n::integenl,s::1list;

3 s:=inversgp);

4 n:=nops(s);

5 returnListTool§Reverse (decomposet®@s)));
6 end:
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> t; deconposet O(t); deconposet (t);

[3,8,4,6,5,1,7,10,2,9]

[[10,9],19,2],[8,2],[6,1], [4,1],[3,1]]
[[3,1],[43],[64][82],[9,8],[10,8]]

La procédure r econposet (| t, n) fait le travail inverse. Elle peut fonctionner quelque soit la

forme adoptée pour les transpositions.

1 recomposet=proc(lt::1list,n::integen
2 local k,i::integens::1list;

3 k:=nops(1t);

4 s:=[seq(i,i=1..n)];

5 for i fromk to 1 by -1 do

6 s:=transposélt[i],s);

7 od;

8 return(s);

9

end:

i
®

> t;td0: =deconposet O(t); td: =deconposet (t);
[3,8,4,6,51,7,10,2,9]
td0 == [[10,9],[9,2], [8,2],[6,1], [4, 1], [3,1]]
td = [[3,1],[4,3],[6,4],[8,2],[9,8],[10,8]]
> reconposet (td0, 10); reconposet (td, 10);
[3,84,6,51,7,10,2,9]
[3) 874) 6) 57 1) 79 107 279]
> cl:=reconposet ([[1,2],[1,3],[1,4],[1,5]],5);
cl == [5,1,2,3,4]

> c2:=reconposet([[1,5],[21,4],[1,3],[1,2]],5);
c2=12,3,4,51]

> conpose(cl, c2);

[1’2,374’5]

Page 5 de 24



Par anticipation, ces deux dernier exemples ont pour résultats des cycles.

B pl ot perm(cl); [ > pl ot pern(c2);

2 .. . ;o .
Les C transpositions de S constituent donc un ensemble de générateurs de ce groupe. Mais, on

peut pousser plus loin... Chaque transposition [a, b] peut se décomposer en produit de
transpositions de type [¢ + 1, c] .
Récurrence sur k=a — b.
* Vrai pour k=1.
* Si vrai pour k. Soit [a, b] aveca=>b + k+ 1, alors
[a,b]=[[b+ 1,b],[a, b+ 1], [b+ 1, b]]. 1l suffit d'appliquer I'hypothese de
récurrence a [a, b + 1].
Le nombre de geénerateurs de S se réduitalorsan — 1.

La procédure suivante réalise cette décomposition et retourne une liste de
transpositions du type [c¢+ 1,¢]

1 decomposett=proc(t::1list)

2 local a,b,c::integenR;

3 if t[1]>t[2] then a:=t[1];b:=t[2] else a:=t[2];b:=t[1];fi;
4 if a-b=1 then return([t]);

5 else R:=[[b+1,b],op(decomposett[a,b+1])),[b+1,b]];
6 fi;
7 return(R);
8

end:

|:> tr: =deconposett ([7,1]);
r=[[2,1],3,2],[43],[54],[6,5],[7,6],[6,5], [5,4],[4,3], [3,2], [2,1]]

|_> reconposet (tr, 10);
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L [7,2,3,4,5,6,1,8,9,10]

Y Inversions et signature
Dans une permutation s une inversiona lieussii <j et s, > S; 5 La procédure

inversions(s) calcule le nombre d'inversions d'une permutation.
La fonction si gnat ur e('s), qui retourne 1 ou -1 selon la parité de ce nombre, est un
morphisme du groupe S —({1,-1},x) dont le noyau est le sous-groupe distingué¢ 4 _dit alterne.

1 inversions=proc(s::1list)

2 locali,j,n,inv;

3 inv:=0;

4 n:=nops(s);

5 for i from1 to n do

6 for j from i+l to n
7 do

8 if s[i]>s[j] then inv:=inwl fi;
9 od;

10 od;

11 return(inv);

12 end:

i
w

> s;inversions(s);
[3,8,4,6,5,1,2,10,7,9]
17

> t:=randpern(10);inversions(t);
t=1[51,10,8,3,7,4,9,2,6]
L 23
| > signature:=s->if inversions(s) nmod 2 =0 then 1 else -1 fi:
> signature(s), signature(t);

-1, —1

V¥ Cycles
Les cycles ¢tendent les transpositions. Un &k — cycle ¢ de E est représenté par une liste
[cl,.., ck] oupourl <i<k—1: =, ete—c.

La procédure cycl e( c, s) compose un cycle a gauche et une permutation écrite sous forme
dévellopée a droite. Si cette dernicre est I'identité, elle retourne 1'écriture dévellopée du cycle.
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cycler= proc(c::1list,s::1ist)
local cs::1list,i,k,n,r;
k:=nops(c);n:=nops(s);
for i from1 to n do
if member(s[i],c, 'r') then
if r<k then cs[i]:=c[r+1] else cs[i]:=c[1] fi;
else
cs[i]:=s[i];
fi;
od;
return(convert(cs,list));
end:

W O NV W N R

B R R
N RO

i
w

L'inverse du cycle [cl,.., ck] est le cycle miroir :[ck,.., Cl]

B cl:=[2,5,7,9,10, 3];c2:=ListTool s[ Reverse](cl);
cl == 1[2,579,10,3]
¢2 = [3,10,9,7,5,2]

> scl:=cycle(cl,id(10));
sel == 1[1,5,2,4,7,6,9,8,10,3]

> sc2:=cycle(c2,id(10)):

> conpose(scl, sc2);

sc2 = [1,3,10,4,2,6,5,8,7,9]

[17273’47 576’77 879’ 10]

¥ Décomposition en cycles disjoints

Une permutation se décompose en produits de cycles disjoints (et donc commutant). Cette
décomposition est unique, a I'ordre des cycles pres.
Remarque : [4,5,2] et [2,4,5] sont des cycles égaux.

Procédure préalable pour effectuer une rotation de la liste afin de placer ['élément e
en téte

rot:=proc(C::list,e::integen
local RC::1list,i,j,1c,r::integen
lc:=nops(C);
r:=1;

while C[r]<>e do

ri=r+l;

od;
RC:=[op(C[r..1c]),op(C[1..r-1])];
return(RC);
end:

W O NV W N R

i
®

|:> rot([1,2,3,4,5],2);
[2,3,4,5,1]
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La procédure suivante détermine la décomposition en cycles disjoints :

1 decomposec=proc(S::1ist)

2 locallL,C::1list,i,j,s,c,M::integercycles :exprseqg
3 L:=[seq(j,j=1..nops(S))];cycles =NULL;

4 while L<>[] do

5 C:=[L[1]]5c:=S[L[1]];

6 while c<>L[1] do

7 C:=[op(C),cl;

8 c:=S[c];

9 od;

10 #tmise en téte de 1'élément maximum de C
11 M:=max(op(C));

12 C:=rot(C,M);

13 cycles =cyclesC;

14 L:=removememben,L,C);

15 od;

16 #tri des cycles selon l'ordre croissant de leur 1° élément
17 return(sort([cycles], (x,y)->x[1]1<y[1]));

18 end:

19

> aa:=[2,1,7,8,3,4,10,5,9, 6] ;
aa = [2,1,7,8,3,4,10,5,9,6]

B bb: =deconposec(aa);
bb = [[2,1],[9],[10,6,4,8,5,3,7]]

e

> pl ot per m( aa) ;

Remarques :

Cette procédure fait apparaitre éventuellement des cycles de longueur 1 (cf. bb).
Elle retourne le résultat sous la forme standardisée suivante :

* Chaque cycle a son élément maximal en téte.

* Les cycles sont triés selon 'ordre croissant de leur max.
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L'ordre d'un k£ — cycle est k. 1l s'en suit que le 1'ordre d'une permutation est le PPCM des cycles dont
est elle le produit.

La variante suivante (par anticipation, elle reprend les conventions de la fonction Per n{) du
package G oupTheory):

* supprime les cycles de longueur 1 correspondant a des points fixes,

* place en téte 1'élément minimal du cycle,

* trie les cycle selon 1'ordre croissant de leur min.

decomposec2=proc(S::1list)
locallL,C::1list,i,j,s,c,mm: :integercycles :exprseqg
L:=[seq(j,j=1..nops(S))];cycles =NULL;
while L<>[] do
C:=[L[1]]5¢:=S[L[1]];
while c<>L[1] do
C:=[op(C),c];
c:=S[c];
od;
if nops(C)>1 then
#mise en téte de 1'élément minimum de C
mm: =min(op(C));
C:=rot(C,mm);
cycles=cyclesC;
fi;
L:=removemember,L,C);
od;
#tri des cycles selon 1l'ordre croissant de leur 1° élément
return(sort([cycles], (x,y)->x[1]<y[1]));
end:

W NV A W N R

N B R R R R R R B BB
® VL ® N O U A WN RO

> deconposec(aa); deconposec?2(aa);
[[2,1],[9],[10,6,4,8,5,3
[[132], [35 7’ ]‘0, 65 4’ 8,5

. 71]
1]

La procédure suivante a partir d'une liste de cycles redonne la permutation sous forme "standard" .
Elle fonctionne aussi avec des cycles non disjoints, a condition, bien siir de respecter 1'ordre !

recomposec=proc(CYS: :1list,n::integen)
local S,CY::1list,i,j,ncy,1lcy: :integen
ncy:=nops(CYS);
S:=id(n);
for i fromncy to 1 by -1
do
S:=cycle(CYS[i],S);
od;
returnS);
end:

W o NV W N R

B
()

> aa; reconposec(bb, 10);
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> dd: =r andper n( 20) ;
dd == [19,18,11,20,1,12,15,7,5,3,4,2,8,9,13,16, 17,6, 10, 14]

B pl ot per m(dd) ;

> ee: =deconposec(dd); ee2: =deconposec2(dd);
ee:= [[15/13,8,7],[16],[17],[18,6,12,2],[20,14,9,5,1,19,10,3,11,4]]
ee2 == [[1,19,10,3,11,4,20,14,9,5],[2,18,6,121, [7, 15, 13, 8]]

> reconposec(ee, 20); reconposec(ee2, 20);
[19,18,11,20,1,12,15,7,5,3,4,2,8,9,13, 16,17, 6, 10, 14]
| [19,18,11,20,1,12,15,7,5,3,4,2,8,9,13,16,17, 6, 10, 14]

Décomposition d'un cycle en transpositions

Bien évidemment , les cycles, comme toutes permutations se décomposent en transpositions. Mais le
procédé est plus simple :
[al, Qv ak] se décompose en : Hal, ak], [al, ak_]], s [al, az]]
Démonstration par récurrence surk :
* vrai pour k=2
* Supposons vrai pour k. Soit le cycle 6 = [al, Aoy Ay Ay 1] et la transposition
T= [a

1’ak+1] ,ona:Toc(ai)zai+1pouri=1...k— l,Toc(ak)Zal,TOG(ak+l)

=a,, -Donct e o estlecycle [al, Aoy ak]. Donc c=1° [al, Aoy ak]. En appliquant
I'hypothéese de récurrence : [al, dpees ak] = [ [al, ak], [al, ak_]], s [a], az]], on obtient :

=[] Ys ] [9p Wl [ap 5]

La procédure suivante effectue cette décomposition pour les cycles

deccycle=proc(c::1list)
local i,k :: integen
k:=nops(c);
return([seq([c[1],c[k-1]],i=0..k-2)]);
end:

[ I N N
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> c:=[10,2,7, 3,6, 4];cd: =deccycl e(c);
c:=110,2,7,3,6,4
cd = [[10,4],[10,6], [10,3], [

> cycle(c,id(10)); reconposet (cd, 10);
[1,7,6,10,5,4,3,8,9,
[1,7,6,10,5,4,3,8,9,

]
10,71, [10,2]]

NSRS}

]
L ]
Remarque :

Ce dernier résultat fournit une autre voie pour montrer que toute permutation se décompose en
transpositions. On montre d'abord la décomposition en cycles disjoints, puis on applique le résultat

précédent.

V¥ Records et correspondance de Foata
s, est un record de la permutation s ssi pour tout j < i, $; < s.. L'indice i est la position du record.

La procédure suivante retourne sous la forme d'une liste de couples [i, sl.] les records d'une

permutation.
1 records =proc(s::1list)
2 local R::sequencei,j,n,lastrecordlastposition:integen
3 n:=nops(s);
4 lastposition=1;lastrecord=s[1];
s Ri=[1,s[1]];
6 for i from2 to n
7 do
8 if s[i]>lastrecordthen
9 R:=R,[i,s[i]];lastposition=i; lastrecord=s[i];
10 fi;
11 od;
12 return([R]);
13 end:
14
> r:=randperm(10); records(r);
ri=16,9,4,2,8,7,5,10,3,1]
n [[1,6],[2,9], [810]]

Correspondance de Foata

A une permutation de k records, la procédure suivante associe (bijectivement) une permutation de &
cycles. L'idée est de scinder la permutation avant chaque record et de prendre comme cycles les
morceaux obtenus. On obtient bien alors une permutations de & cycles :
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foata=proc(L::1list)
locali,j,k::integen C::sequencgR::1list;
R:=recordqL);
C:=NULL;
for i from 1 to nops(R)-1
do
je=R[i][1];k:=R[i+1][1]-1;
C:=C,L[j..k];
od;
C:=C,L[k+1..nops(L)];
#print([C]);
return(recompose¢[C],nops(L)));
end:

W O NV W N R

B R R R R
A W N RO

> aa;records(aa); faa: =foata(aa); deconposec(faa);
[21783410596]

[[L2],[3,7],[4,8],[7,10]

faa = [2, 1,4,8,9,10,7,3,6,

(12,11, 171, [8,3,41, [10,5,9,

> foata([3,2,4,1,7,9,8,5,6]); ataof(%,

]
5]
6]]

Procédure réciproque :

L'idée est simple. La procédure deconposec( ) retourne une liste de & cycles avec le max de
chaque cycle en téte rangé par ordre croissant de leur max. Si on les concatene, chaque "téte" de
cycle est un record...

ataofi=proc(L::1list)
locali,j,k,n,M::integer,C,D::1ist,T::sequencg
C:=decomposeflL);
#print(C);
T:=NULL;
for i from 1 to nops(C)
do
T:=T,op(C[1i]);
od;
return([T]);
end:

W NV W N R

B R
N R
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> at aof (faa);

[23 1, 7? 83 3, 4? 103 5, 9? 6]

> randpernm(20); ataof (foata(% ) ; foata(ataof (%89);
[19,13,10,4,7,9,5,3,6,15,20,14,8,12,18,17,1, 11, 16,2]
[19,13,10,4,7,9,5,3,6,15,20,14,8,12,18,17,1, 11, 16,2]

[19,13,10,4,7,9,5,3,6,15,20,14,8,12,18,17,1, 11, 16,2]
> Gaa: =listplot(aa, style=pointline, thickness=0,synbol =
solidcircle,color=red, | egend="pernutation"):
> (GFaa:=listplot(faa, style=pointline,thickness=0,synbol =
solidcircle, color=blue,|egend="foata"):
> | D =pl ot (x, x=1..nops(aa), style=line, thickness=0, col or=green,
| legend="identite"):
> di splay(Gaa, Gaa, | D);

107
H

&

permutation foata identitd

Selon la correspondance bijective de Foata, le nombre de permutations de k cycles est égal au
|_nombre de permutations avec k records (voir infra).
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V¥ Code de Lehmer et autres

s = f= [fl’fz’"’fn] ou f=Card{j /1<5<=i etsj < si)
. est un record ssi ]iZi.

Proceédure :

On definit /7 ={1}x{1,2}x... x{I,... n}. Le code de Lehmer établit une bijection entre S et F

lehmer:=proc(s::1list)
local i,j,n,inv::integenr linv: :sequencg
linv:=1;
n:=nops(s);
for i from2 ton
do
inv:=0;
for j from1 to i
do
if s[jl«=s[i] then inv:=inwl fi;
od;
linv:=linv,inv;
od;
return([linv]);
end:

W W NV W N R

B R R R R R
o A W N RO

> sa:=[6,3,8,1,4,9,7,2,5];as: =l ehner(sa);
sa:= [6,3,8,
=[1,13

[> records(sa);
[[1,6],[3,8],[69]]

Procédure réciproque :

remhel =proc(F::1list)
local i,j,n,inv::integenL,S::1list;
n:=nops(F);
L:=[seq(i,i=1..n)];
S:=[seq(0,i=1..n)];
for i fromn to 1 by -1
do
S[i]:=L[F[i]];
L:=subs(S[i]=NULL,L); #supprime S[i] de la liste S
od;
return(S);
end:

VW W N VD W N R

e e
w N R e

> renhel (as);
[6,3,8,1,4,9,7,2,5]

> bs: =r andper m( 20) ;

bs = [2,3,13,8,11,6,14,20,7,9,17,19,10,12,1,4, 5,16, 15, 18]
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> records(bs); sb: —Iehner(bs),

> remhel (sb);
[2,3,13,8,11,6,14,20,7,9,17,19,10,12,1,4,5, 16, 15, 18]

> A =listplot(bs, style=pointline, thickness=0,synbol =
solidcircle, color=red,| egend="pernutation"):

> B:=listplot(sb, style=pointline, thickness=0, synbol =
solidcircle,col or=blue, |egend="Lehner"):

> | D =pl ot (x, x=1..nops(bs), style=line, thickness=0, col or=green,
| egend="identiteée"):

> display(A B, 1D);

2

07

permutation Lehmer identitd

¥ Nombre de Stirling de 1° espéce
Le nombre de Stirling de 1° espéce S1(n.k) est le nombre de permutations de £ ayant k cycles.

D'apres la correspondance bijective de Foata, c'est aussi le nombre de permutations de En ayant k
records. Ou encore, selon le code de Lehmer, le nombre d'¢léments de / avec k indices tels que :

fi=i
On a, pourn>=1: S1(n,0)=0 et S1(n,n)=1

Formule de recurrence

Un ¢lément de F, est obtenue a partir d'un ¢lement de /| en choississant f dans {I,...,n}. Sion

1
choisit / =n le nombre de records augmente de 1, sinon il reste inchang¢. Par conséquent, Un

¢lément de Fn avec k records est obtenue :
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Soit a partir d'un élément de // | avec k records en choisissant f dans {l,...n — 1}.

1

Soit a partir d'un élément de F/ _ | avec k — 1 records en choisissant f =n .

1

Dot : SI(n k)= (n—1)-SI(n—1,k—1)+SI(n—1,k)

Avec Maple, la fonction stirlingl (7, k) du package combinatretourne la version "signée". Il faut
donc utiliser : [stirling] (n, k)]

[> seq(abs(stirlingl(10,k)),k=0..10 ):
0,362880, 1026576, 1172700, 723680, 269325, 63273, 9450, 870,45, 1

VY Montées

Une montée se produit aurang i (1 < i < n) dans une liste d'entiers Lssi L, < L, . Une
permutation et son code de Lehmer ont le méme nombre de montées.
Le nombre de permutations de £ avec k montées est le nombre eulérien £(n, k).

Ona,pourl <n :E(n,0)=1etE(n,n)=0

Formule de réecurrence

Une permutation de £/ est obtenue a partir d'une permutation de £ _ | en insérant  dans la liste : [

1
Sppeees S 1]. Si cette insertion a lieu avant une montée ou en téte, le nombre de montées reste

inchang¢ sinon il augmente de 1. Par conséquent, Une permutation de £ avec k montées est obtenue

Soit a partir d'une permutationde £, _ | aveck montees en insérant » soit en téte, soit apres

1
une des £ montées.

Soit a partir d'une permutationde £ _ | avec k — 1 montées en inscrant » dans undes n — k

1
autres places disponibles.

Dot : E(nk)=(n—k)E(n—1,k—1)+ (k+1)E(n—1,k)

|:> seqg(eul erianl(10, k), k=0..10 );
1,1013,47840,455192, 1310354, 1310354, 455192, 47840, 1013, 1,0

¥ Nombres de permutations avec k points fixes
On notera H (n, k) le nombre de permutations de £ avec k- (0 < k < n) points fixes. Lorsque

k=0, on appelle une telle permutation un "dérangement"'. On a les relations suivantes :
*Hn,n)=1,H(n,n—1)=0
* H(n,k)=C(n, k) x H(n — k, 0)
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\ 4

*H(n,0)=(n—1)x (H(n—1,0) + H(n—2,0))
cHn,0)=nxH(n—1,0)+ (-1)"

1 Dere:=proc(n::integen

2 locali,j,d,ds::integen
3 d:=1;

4 for i from1 to n

5 do

6 ds := d*i+(-1)"i;

7 d:=ds;

8 od;

9 return(d);

10 end:

> seq(Der0O(i),i=0..10);
1,0,1,2,9,44, 265, 1854, 14833, 133496, 1334961

1 Derk:=proc(n,k::integen;
2 returnbinomiaXn,k)*Dere(n-k));
3 end:

> Derk(9,1);

_ 133497
> seq(Derk(9,i),i=0..9);

133496, 133497, 66744, 22260, 5544, 1134, 168, 36, 0, 1

Nombres de permutations updown (zigzag)
Ce sont les permutations telles que s, <'s), s, < ;... Autrement dit :s. <,

., Ssliestimpair.
Exemple: [1,4,2,8,6,9,3,10,5,7].

> listplot([1, 4, 2, 8, 6 9, 3, 10,5 7], style=pointline,

t hi ckness=0, synbol =sol i dcircl e, col or=red, | egend="zi gzag");
107

H

IS

zigzag|
On peut aussi considérer les permutations downup et il existe une bijection évidente entre elles et les
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updown.
On notera Z le nombre de ces permutations. Cette suite (A000111 OEIS) vérifie :

* Z,=Z, =1 (convention)

n

n

N 2 _ i—1
Zn JZIC”—I XZZj—IXZn—2j ZCn—lxZi—1><Zn—ipour2Sn (Fl)

i pair

Démonstration :
Dans une permutation [sl,.., sn] updown, les "bosses" sont toujours de rang paire et les "creux" de

rang impair. En particulier le rang i tel que s,=n est pair.

n
2 [
1,....s2j _ph S2j T sn] updown avec SZj =n est construite :

* En choisissant 2 j — 1 entiers parmi {1, n — 1,..} Soit Czj__ll facons.

Onposei=2j, jEI ..

Une permutation [s

* En les organisant en zigzag updown. Soit sz _, fagons.

* En organisant les n — 2 j restant en zigzag updown Z _ 2 facons.

* Au rang 2 j de raccordement, tout se passe bien puisque S,; =1, ce qui implique
> s et s > s,

H i

Onadonc: Z = ZCZJ XZ  _  XZ

]7 n—1 2j—1 n—2j
1 1n—l
i—1 _ J
l;cn_lx Z \xZ .= 2j:§0Cn_1ijxZ_1_j (F2)

Démonstration :
Les nombres de permutations updown et downup sont égaux. En adaptant le raisonnement fait
précédemment pour les updown aux downup, on obtient :

i— 1
z—zi C _ | XZ_, Z _.pour2 <n
iimpair

D'ou :

n

22=>C"'xz_ 7
1 i—1x"n—i
i=1
Une derniére formule sans démonstration :

« 7 — J
Z C ijxZ_l_j (F3)
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Les procédures ZigZag(n) retounent la liste des valeurs de cette suite de 0 .. n.

La premiere, pour laquelle on a deux fois moins de termes a calculer et additionner
est préferable pour un calcul effectif.

1 ZigZag=proc(n::integen

2 local i,j,k::integenZ::Array;

3 Z:=Array(@0..n);

4 Z[0]:=1;Z[1]:=1;

5 for k from 2 to n

6 do

7 Z[k]:=add(binomiaXk-1,2*j-1)*Z[2*]-1]*Z[k-2*j],j=1..floon(k/2));
8 od;

9 return2);

10 end:

1 ZigZag2=proc(n::integen

2 local i,j,k::integenZ::Array;

3 Z:=Array(@0..n);

4 Z[0]:=1;Z[1]:=1;

5 for k from 2 to n

6 do

7 Z[k]:=add(binomiaXk-1,i-1)*Z[i-1]*Z[k-i],i=1..k)/2;
8 od;

9 return2);
10 end:

1 ZigZag3=proc(n::integen

2 local i,j,k::integenZ::Array;

3 Z:=Array(@..n);

4 Z[0]:=1;2[1]:=1;

5 for k from 2 to n

6 do

7 Z[k]:=add(binomiaXk-2,7)*Z[j]1*Z[k-1-7],]=0..k-2);
8 od;

9 return2);

10 end:

> Z:=Zi gZag(18); Zi gZag2(18); Zi gZag3( 18);

Z:=[1,1,1,2,5,16,61,272,1385,7936, 50521, 353792, 2702765, 22368256, 199360981, 1903757312,
19391512145, 209865342976, 2404879675441, --- 0 .. 18 Array]

[1,1,1,2,5,16, 61,272, 1385, 7936, 50521, 353792, 2702765, 22368256, 199360981, 1903757312,
19391512145, 209865342976, 2404879675441, --- 0 .. 18 Array]

[1,1,1,2,5,16,61,272,1385, 7936, 50521, 353792, 2702765, 22368256, 199360981, 1903757312,

19391512145, 209865342976, 2404879675441, --- 0 .. 18 Array]

Fonction genératrice exponentielle des Z

* a x' Ry v e
Rappel : si f(x) = Z n' ; g(x) = 2 —’:x" sont deux fge, f(x)g(x) = 2 —’:xn ou
n=0 1: n=0": n=0":

n
c ZECZab .
n 4 nion-i
i=0
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Appliqué a f(x)2 on obtient : ¢, = Ci Xz Z =27 . pour2 < n+ 1 dapres(F2)

1

i=0
Z}’l+1 n
fx)?=142Zx+..+2 -
Or:
Zn-’r‘l n
L) =14 Zyx ot — =

On en déduit : f(x)>+ 1=2/(x)

La fge f associ¢ a Z vérifie donc l'équation differentielle : 2 = y2 + 1, avec la condition initiale

dx
»(0) =1, que Maple sait résoudre:

> dsol ve({2*D(y) (x)=y(x)"2+1,y(0) =1}, y(x));
y(x) =tan(§ + %

Mais on peut la résoudre sans son aide:

d d 1
2L =y2 +1 <= — Y < arctan(y) = L ik y=tan(i + K)

dx y+1 2 2 2

e . o a 1 — cos(a) .
En utilisant la formule de trigonométrie : tan| — | = —————— , on obtient
2 sin(a)
tan[% + %j =tan(x) + cos(x) Au final :
= tan(x) + :
— cos(x)

Ce qui, compte tenu de la parité de et I'imparité de tan(x), donne le développement en série

0s(x)

entiere de ces deux fonctions.

> seri es(t an(x) x=0, 18) series(1l/cos(x),x=0,18);

x+%)‘3+ ® + 315 ¥ + 2835 ©+ 1;2555 ! %xw %xls
%xn +0(x?)

I+3 xz + ﬁ A+ 210 2+ 8207674 x+ 32225(1)0 x 9238325,30 x + 8;?3258?5(1)0 XM
41388475853709274726900 X +0(x")
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> seq(Z[i]/i!, 1=0..17);
L1 1 1 5 2 6l 17 277 62 50521 1382 540553 21844

*2737247 157 720 315 ° 8064 ° 2835 * 3628800 ° 155925 ° 95800320 ° 6081075
199360981 929569 3878302429 6404582

87178291200 > 638512875 ° 4184557977600 ° 10854718875

Relation avec les nombres de Bernoulli et la fonction { de Riemann

B, =(-1)" 12" =-2-n-g(1 — 2-n)

2-n 16n_4n 2n—1

> seq(bernoul l'i (2*n), n=1..9);

1 1 1 1 5 691 7 3617 43867
_ 6> 307427 30°66° 2730’ 6 510 798
> seq(-2*n*Zeta(1l-2*n),n=1..9);

1 1 1 1 5 691 7 3617 43867

6’ 307427 30’667 2730° 67 510 ° 798

> seq((-1)"(n- 1)*2*n*Z[2*n 11/ (16”n-4"n), n=1..9);
1 1 1 1 5 691 3617 43867
6 307427 307 66° 2730° 510 > 798

7
6’

V¥ Avec le package GroupTheory

Ce package inclut dans ses versions récentes des fonctions permettant de travailler avec les
permutations.

|:> w t h(G oupTheory):
Voici une présentation des fonctions de ce package en paralléle avec celles définies dans cette feuille

Création d'une permutation (type Perm)

B n: =10; i de: =i d(n); pi de: =Pern{(i de);

n:=10
ide '=[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]
B pide == ()

> s:=[1,2,5,3,10,8,4,9,6, 7]; ps: =Perm(s) ;
s=11,2,5,3,10,8,4,9,6,7]
ps = (3,5,10,7,4) (6,8,9)

E type(ps, Perm;

true

Per m() retourne la permutation sous la forme de k — cycles disjoints, 2 < k. Pour la permutation
identitique, il n'en n'existe pas d'ou la réponse de Maple.

Il semble en fait que Per n() retourne une bijection de N* dans N* a support fini et ne conserve pas
la valeure de n.
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[Mlustration : Ps[ 1 ] (forme abrégée de Per mAppl y( ps, i ) ) retourne I'image de i par la
permutation psS.

[> seq(ps[i],i=1..15):

Lorsque n =10 < i, ps,=i

1,2,5,3,10,8,4,9,6,7,11, 12,13, 14, 15

Si on tient compte de la valeur de n, on peut a partir d'une permutation retournée par Per n( ) ,
retouver la permutation initiale sous forme "standard".

1 standard=proc(P::Perm,n::integen
2 local i::integen

3 return([seq(P[i],i=1..n)]);

4 end:

|:> st andar d( ps, n);
[1,2,5,3,10,8,4,9,6,7]

Dans l'autre sens, la fonction deconposec?2( ), retourne bien, avec des notations différentes le
méme résultat que Per n()

|:> deconposec2(s); ps;

Composition de permutations (ATTENTION : inversion de l'ordre des termes !)

La composition de permutations s'effectue par Per nPr oduct () ou plus simplement par .

>t:=[3,2,5,1,10,8,4,9,6,7]; pt:=Perm(t);
t:==13,2,51,10,8,4,9,6,7]
- pt = (1’3553 10’7’4)(658’9)

> conpose(t,s); ps.pt;standard(% n);
[3,2,10,5,7,9,1,6,8
(1,3,10,4,5,7) (6,9
| [3,2,10,5,7,9,1,6,8
> conpose(s,t); pt.ps;standard(%n);
[5,2,10,1,7,9,3,6,8,4]
(1,5,7,3,10,4) (6,9,8)
b [532’ 10’ 137’9,336’8,4]
La puissance d'une permutation s'effectue par Per nPower ( ps, k) ou plus simplement par ps”k
A noter que cette fonction admet des exposants entiers négatifs (cf infra : permutation inverse)

]
)
]

b

ENGESINN

La fonction Per nOr der ( ps) retourne 'ordre de ps, c'est a dire le plus petit entier k& tel que
pSkZId.
> k: =Per nOr der (ps) ; ps”k;

Permutation inverse

ps”(-1) , forme abrégée de la fonction Per m nver se( ps) retourne l'innverse de ps.
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> inverse(s);sp:=ps”™(-1);standard(sp, n);
[132947733,97 1036,875]
sp = (3,4,7,10,5) (6,9, 8)
[1,2,4,7,3,9,10,6,8,5]

> sp. ps;
_ ()
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