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Préliminaires
Fonction indicatrice d’Euler @

1. Définition
La fonction indicatrice d’Euler est la fonction :
nON*> @(n) =[{k entier/I<k<n et k On=1}|
@(n) peut étre aussi défini comme :
v le nombre de générateurs du groupe (ZI/nZ,+),
v le nombre d’éléments inversibles de (Z/nZ,x)

ieme

v le nombre de racines n" primitives de l'unité dans C .

Exemples :

i 1 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 910|111 {12|13|{14|15|16 (17|18 |19 |20
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2. Propriétés immédiates :

1. p)=1.

2. Sip est premier, ¢(p)=p-—1.

8. Sin=p" oup estpremier, p(n)=p -p " =p"(p-1).
4

La fonction ¢ est multiplicative : si m et n premiers entre eux, ¢(mn)=@(m)P(n).
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k
5. Si la décomposition de n>1 en facteurs premiers est :n= |_| pli alors :

i=1

k k 1
s =[1r""(p —1)=n|_'|[1—_J

p;

i=1

6. Sin>2, ¢(n) est pair.

DEMONSTRATION :
1. Evident.
2. Evident.

3. Si n=p", les seuls éléments non premiers avec n de 1---p" sont les éléments de la forme k p ou
1<k <p™ et leur nombre est p".

4. Reésulte de lisomorphisme entre (Z/nZ,+)X(Z/mZ,+) et (Z/ng,+) lorsque m et n sont
premiers entre eux.
Résulte de 2 et 3.
Si n=2", avec 1<r, @¢(n)== 2! (2—1) est pair. Sinon n comprend au moins un facteur premier

impair p et @¢(n) est un multiple de p—1.

3. Proposition

n=> ¢(d)
d|n
DEMONSTRATION :

Soit 'ensemble des n fractions : F =<{—,—,---,

S |~
S |
S|

}. Aprés mise sous forme irréductible ces fractions, on

définit, pour chaque diviseur d de n, F, =

—
Q| =

UF/1<k<d etdeZl}.

Il est clair alors que :
v L’ensemble des F, avec d|n est une partition de F.
v |F[=4@).

D’ou la formule.

4. Théoréme d’FEuler

Soit n,a0N* premiers entre euz, alors a®™ =1 (modn).

Sin est premier a" =a (modn) (petit théoréme de Fermat)

DEMONSTRATION :

Un élément a de (Z/ nz, ><) est inversible si et seulement si il est premier avec n. En notant U (Z/ nZ,X)
le groupe multiplicatif formé par les éléments inversibles de (Z/nZ, X) , on a donc : |U (Z/ nz., ><)| =@(n).
Comme alU (Z/ nZ, X), son ordre, clest-a~dire le plus petit entier k tel que a* =1 est, selon le théoréme
de Lagrange, un diviseur de 'ordre de l'ordre ¢(n) de U(Z/nZ,X). Dot : a®?™ =1 dans (Z/nZ, ><) .

Si n est premier @(n)=n-1. Si a est un multiple de n, alors a EO(modn) et la formule est vraie. Si a

n’est pas multiple de n, le résultat précédent s’applique pour aboutir & la méme formule.
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Fonction de Mobius u

5. Définition

La fonction de Mobius N* [ Bz est définie par :

k
Soit la décomposition de n en facteurs premiers est :n= |_| pii
i=1

1sin=1
H(n) =40 si n a un facteur premier carré autrement dit si il existe a; 22

(-1)" si n a r facteurs premiers (d'exposant 1)

Exemples :

i 1 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 910|111 |12|13|14|15|16 (17|18 |19 |20

M(D) 1T1-1 -1 0]-1 1 (-1 0| 0| 1 |-1 0]-1 1 1 0]-1 0]-1 0

Fonction mu de Mobius

1® | @ oo oo @ o900 00 ®
0.8

06

04

0,2

0 @ *0—@ —0—@ 0000 @ @ @ 00— 000

0.2

mu(n)

04

-0,6
08
1leo @ © o e o e o 000 o o000 ©

12345678 91011121314151617 1819 20 21 2223 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

n

6. Propriétés immédiates

1. La fonction U est multiplicative : st m et n premiers entre eux, p(mn)= p(m)u(n) .

2. Sin>1,) ud)=0.

din

DEMONSTRATION :

1.
v

v

Si n=1 ou m=1, c’est évident.

Si m ou n ont un facteur carré, alors (m)p(n)=0. Alors, mn a aussi un facteur carré. Donc
pmn) =0

Dans le dernier cas m=p,---p, et n=gq,---q,. Et p(m)=(-1)", g(n)=(-1)’ Comme m et n sont
premiers entre eux leurs facteurs sont distincts et la. décomposition de mn en facteurs premiers est :

mn=pep, gy . Do s pm)p(n) = (=1 (<1)° =(=1)""" = p(mn).
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2.

Soit n= |_| pl’ et m= |_| p; - On a alors : Z,u(d) Z,u(d) car tout diviseur de n ne divisant pas m a
dln d|m

un facteur carré et son image par g est nulle. Pour 0<i<k, on a C, diviseurs d formés de i facteurs

choisis parmi les k facteurs de m (on compte le diviseur 1 comme ayant 0 facteur). D’ou :

> ud)= Zc,imz) ZC'( ' ==(1-1)" =0

dm =0

7. Lemme
Soit nON* et A, ={(a,b)/a,bDN*,a|netb|a} et B, ={(xy,x)/x,yDN*, x|nety|%}, alors A=B.
DEMONSTRATION :
1. Soit (a,b)DAW. Comme b|a on peut poser x=% et y=b. Comme b|a et a|n, bla. On a donc
(a,b)=(xy,x) avec x|n et n=kxy:>g=ky:>y|%. Donc (a,b)=(xy,x)DBn.
2. Soit (xy,x)DBn En posant b=x, et a=xy, on a: b|a et y|g:%=ky:>n=kg:>a|b. Et

(a.b)=(xy.x) 04,

8. Proposition : formule d’inversion de Mobius

=a

Soit un couple de fonctions f, g de N*0O O- G groupe abélien, alors :

= d) < = E]
g(n) %f() fn) %"(d g(a

Si G est noté multiplicativement :

gm=[]f@ = fm=[]s(a (a) 2]

an

St G est noté additivement :

DEMONSTRATION :

Remarques préliminaires :

v Comme ,u(a)D{—l, 0, 1} les expressions de droite ont un sens.
v z,u(ﬁj (a) = z,u( )g ( j puisque a|n«:»—|n
an \a a

v La démonstratlon va étre faite pour la forme additive avec notations et résultat du lemme 7.

Soit g(n) =Z|f<d>
dln

Z#( J (a)= Z#( j[Zf( )J > ﬂ(%jf(b).

an bla (a,b)04,
=g(a)

Selon le lemme 7 :

%ﬂ(gjg(ak > u(%}f(bﬁ > ( ]f(x) > Z#( Jf(x) ;fmZu(xy]

(a,b)JA, (xy,x)0B, x|n n y|7
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LN
Or, selon 6, Z,U[iJZ sl ;_1 D’ou : Z,u(ﬁjg(a) =f(n).
xy a

w2 0 sinon aln

X

La réciproque se démontre de fagon analogue.

9. Corollaire

=Y () - fin =Y ud)"

d|n dln n
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Polynémes cyclotomiques :

définition, premiéres propriétés

Dans la suite, pour n0N* on désignera par @, D’ensemble des @(n) racines n®™primitives de I'unité
2ir
dans C et par w un élément quelconque de @,, par exemple w=e " .

10. Définition
Le polynome cyclotomique d’ordre n dbn(X)D(C[X] est défini par :

¢"(X)=ug>(x_w):1ﬂn(x_d)

kUn=1

Exemples :

La fonction eyclotomic (n, X) du package numtheory de Maple retourne le polynéme cyclotomique
d’ordre n ®@,(X) :
> for i from 1 to 16 do print (i, sort (cyclotomic(i,X)));od;
1,X-1
2,X+1
3,X2+X+1
4, X>+ 1
5 XY+ X+ X2+X+1
6, X=X +1
7.X+ X+ X+ X+ X2+ X +1
8, X*+1
9, X°+X°+1
10, X = X*+X* =X +1
1ILX+ X+ X3+ X+ X0+ X+ X+ X+ X2+ X + 1
12, X4 =-X*+1
13, X2+ X"+ X0+ X+ X3+ X+ X0+ X+ X+ X+ X2+ X + 1
4, X=X +X' =X+ X -X+1
15X -X"+X°-X*"+ X -X+1
16, X% + 1
(le sort est destiné a obtenir les polyndmes ordonnés selon les puissantes décroissantes)

Surprise ! Tous les coefficients sur ces premiers exemples sont égaux a -1, 0 ou 1. Mais :
> sort (cyclotomic (105,X));
X8 4 XA 4 X460 — 3 — 42 g x4l x40 _ x39 4 x36 4 35 4 y34 4 y33
+ X324 X3 - X8 - x26 _ 24 _ x22 _ x20 4 y17 4 x16 4 x5 4 xl4 4 x13
+X2-X =X -2 X - X0 -X"+X*+X +1

a deux coefficients égal & —2.
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11113

Courbes de x> ®, (x), xD[—lu-l], n06---10

11. Propriétés immeédiates

1. & (X) est de degré ¢(n) donc de degré pair si n>2.

2. Le polynome @, (X) est un diviseur du polynéme X" -1.

3. @ (X) atoutes ses racines simples.

4. @, (X) est unitaire.

5. Sin est premier, ® (X)=1+X +...+X"".
DEMONSTRATION :

1. |@n| =@(n) et, selon 2.6 ; pour n>2, P#(n) est pair.
2. x"-1= [ (x-o).

1<k=zn

3. Evident.
4. Evident.
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5. Evident.
6. Sin est premier, les entiers k <npremiers avec n sont : 1,2,---,n—1let :
X-DX-w-(X-a7") _ X"-1

= =1+ X +---+ X"
(X -1 (X -1

P, (X)=(X-w)(X - =

12. Théoréme

X" =1=[] ®,(X)

dln
DEMONSTRATION :
, . .. 1 2 n
En reprenant la démonstration de la proposition 3, F =<—,—, -, —¢ :
non n
lzm lZin
X"-1= J_l (X—e" }= H(X—e" }
Isj<n Jop
n

Comme les F, ={§DF/1Sk <d et kUd =1} ou d|n forment une partition de F,

X"=1=17 ] [X —652"”}

ik
b or,

k..
—2i
or ] [X—ed ”J:dDd(X).
SDFd

13. Corollaire

Les coefficients de ®,(X) sont entiers, autrement dit CDn(X)DZ[X]

DEMONSTRATION :
Récurrence sur n :
1. Vrai pour ®(X) et ®,(X).

2. Supposons vrai pour tout k <n-—1. La formule du théoréme 13 peut s’écrire :

-1
X"-1=0, (X)) [T (X) = &, (X)=———
n D, (X)

ZJ;!’ ZJJZI d

Et, selon I’hypothése de récurrence, tous les ®,(X) avec d <n sont a coefficient entiers.

14. Théoréme

o=l =g

dln dln
DEMONSTRATION :
N*0 8- C(x)*

ni—gn)=®,(X)

C. En posant f(n)= I_l g(d) , on obtient : f(n)= I_l ®,(X)=X"-1 d’apres le théoréme 11. La formule
dn dln

Soit ou C(X)* désigne le groupe multiplicatif des fonctions rationnelles non nulles sur

d’inversion de Mobius version multiplicative donne alors :

9 décembre 2020



Jacques Cellier

n

gn)=®,(X)= Ic;l f(a’)y{dj = m(Xd —l)ﬂ(Z]
Application :

8

o, (X)= FJ (Xd _l)ﬂ(d] = (x _l)y(S) (X2 _1)/1(4) (X4 _1)/1(2) (Xg _1)/1(1)

d|
2
1 _ (X4) _1
X*-1
La démonstration de la proposition suivante requiére un petit lemme :

=(x -1)°(x? -1) (x* -1) " (x* 1) =x*+1

15. Lemme

Soit, pour 3<n, ® [’ensemble des $(n) racines n°™ primitives de l'unité dans C .Alors :

v wle, - chlD@n.
w

v |_|a):1.

Wb,

DEMONSTRATION :
“im ok, _
w=e" U@ = klOn=1. w=e" .Or kOn=1=(n-k)Un=1. Donc w=2,.

Pour la deuxiéme assertion, il suffit de regrouper par couples (a), 67)) les termes du produit |_| W pour
e,

n

obtenir le résultat.

16. Proposition
Pour n22 ®,(X) est un polynome palindromique Autrement dit les coefficients a,
vérifient :a; =ay,,,_; . En particulier ay=®,(0)=a,,, =1.

DEMONSTRATION :

Au préalable on peut remarquer que ®,(X)=X +1 est palindromique.
Pour un polynéme P(X)= ia X 7" le polynome réciproque est P(X)= ia X m=J
=0 =0
Dans (C[X ] ol on peut assimiler polyndémes et fonctions polynoémes : f’(X )y=X"P(1/X).
®,(X) est un polyndéme palindromique équivaut donc a ®@,(X)=X ¢(”)<Dn (%}

Le calcul de X?™d (%) donne :

1 1 1 1 _
X" (—J=X¢(”) (——a)]z X(——w]z 1-wX)= w(——X]z w1 (o-Xx
"\ X alglq; X alle@ X alle@ ( ) al)D_Ql’n w WP, WP, ( )
@ (n) termes
Selon le lemme 15 : |_| w=1

P,

n

X¢<">¢n(iJ= o-X)=(-1)!" [ (x-@
)7 @x)=cre ) (x-a)

=1 car
@(n) pair

[(x-a).

P,

n

Et comme, selon le lemme 15 : wl®, < E)=lD?n , finalement X?™a®, (%) =0, (X) .
w
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Irréductibilité sur Q[X]|

Quelques précisions sur la notion d’irréductibilité

Dans un anneau intégre A, un élément x#0 est dit irréductible s”il n’est pas inversible et si
x=yz (y,zOA)= you zinversible. Par conséquent :

v" Dans Z[X ] , 2X est réductible car le polynéme constant égal a 2 est non inversible ainsi que X.
. . . 1
v" Dans Q[X ] , 2X est irréductible car le polynéme constant égal a 2 & pour inverse —.

De fait, dans Z[X ] , si un entier 1<d divise tous les coefficients d’un polynéme non constant P(X ), ce
dernier peut s’écrire : P(X ) =dl3(X) et est réductible. Pour les polynomes non constants, seuls ceux

dont le PGCD des coefficients est égal & 1 peuvent étre irréductibles.

17. Définition : polynéme primitif
Le contenu cont(P) d’un polynome PDZ[X] non nul est le PGCD de ses coefficients.
P est dit primitif si et seulement si cont(P)=1.

Exemple :
Un polyndéme unitaire est primitif.
18. Proposition
Soit P,QDZ[X] non nuls :
1. St P et Q sont primitifs, PQ aussi.
2. cont(PQ) = cont(P) X cont(Q)

DEMONSTRATION :

1. Soit P,QDZ[X ] primitifs. Supposons que P Q ne le soit pas. Il existe donc un nombre premier p

divisant tous les coefficients de P(X ) Q(X ) = ZCiX ", Considérons le morphisme d’anneau :
i=0

z[x]0 0.7/ pz[X] P(X)=YaX - P(X)= a4 X .
i=0 i=0
Comme les ¢; sont tous des multiples de p c_l =0 dans Z/pZ et par conséquent P_Q =F§ =0. 7/ pZ[X ]
est un anneau intégre donc P=0 ou é =(0. Mais alors un des polyndémes P ou Q a tous ses coefficients
multiples de p. Contradiction.

2. Si cont(P) =p et cont(Q) =g, on peut écrire : P=pPF et Q=¢qQ, ou B, Q, sont primitifs. On alors :

cont(P)Xcont(Q) =pq et cont(PQ) =cont(qu1 Ql) = pqcont(f{ Ql) = pq puisque F, Q, primitif.
=1

19. Lemme
Soit PDQ[X] non nul, alors il existe un entier p>0 tel que le polynome pPDZ[X] et ait son
contenu cont(pP) premier avec p.

Si de plus, P est unitaire, pP est primitif.
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DEMONSTRATION :

n
a. . )
Soit P(X ) = Z—’X ,a;0Z,b,ON* apres réduction des fractions % a leur plus petit dénominateur

i=0 “i i

. 1 < I i r .. . . N T
commun p, on peut écrire : P(X ) =— E a;X',a:UZ . Siil existait un facteur commun a p et aux a;, p ne
p =0

serait pas le plus petit dénominateur commun. Donc p est premier avec le PGCD des a; égal a

cont(p P) .

. . 1, . . ' . .
Si de plus P est unitaire, 1=—a, et a,=p. Comme p est premier avec le PGCD des a;, ce dernier doit
P

étre égal a 1.
20. Proposition
Soit PDZ[X] et Q,RDQ[X]. On suppose que deux de ces polynomes sont unitaires. Alors :
P=QR=Q et ROZ[X]

DEMONSTRATION :
Remarquons au préalable que si deux de ces polynodmes sont unitaires, le troisiéme 1’est aussi.
Soit alors, selon le lemme 19 :
v' g entier >0 tel que qQ DZ[X] et soit primitif.
v rentier > 0 tel que rR DZ[X] et soit primitif.
On a alors grP=¢gQrR primitif d’aprés la proposition 18. Mais ceci n’est possible que si gr =1, ce qui
implique g =r =1 et alors: Q et RDZ[X] .
21. Proposition
Soit PDZ[X] non constant, alors :
1. St P n’est pas primitif, P est réductible sur Z[X]
2. Si P est primatif :
P irréductible dans Z[X] = P arréductible dans Q[X]

DEMONSTRATION :

Le premier point a déja été évoqué.

L’implication [ est évidente.

Supposons P irréductible dans Z[X ] .

Si P est réductible dans Q[X] , P=QR O,R DQ[X] . Soit alors, selon le lemme 19 :
v gentier >0 tel que Q, =qQDZ[X] et ¢ premier cont(Q,).
v rentier > 0 tel que R, =rROZ[X] et r premier cont(R,).

On alors: P =LQ1R1 ou P,0O,R DZ[X]. D’ou qrcont(P) =cont(Q1R1). Or P est primitif et
qr
cont(QlRl) =cont(Q1)c0nt(Rl) d’aprées la proposition 18. Finalement :
qr = cont(Q1 )cont (Rl)

v" Comme ¢ premier avec cont(Ql) , 4| cont(Rl) .

v' Comme r premier avec cont(Rl) , 7| cont(Ql).
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Il en résulte que lRl,lQ1 DZ[X ] et P =(1Qlj(lRlJ contredit l'irréductibilité de P dans Z[X ] .
qg r q

Rappel sur le polynéme minimal d’un élément de C sur Q

Soit wO®,. Comme il est racine du polynome X" —1, il est algébrique sur Q. L’ensemble des polynomes
de Q[X ] ayant @ comme racine est non vide et est un idéal 7, de Q[X ] . Comme Q est un corps, I,
est principal et a pour générateur un unique polynéme unitaire Pw(X ) qui, par définition est le
polyndme minimal de w sur Q.

1,=P,(X)Q[x]

P (X ) est le polynéme unitaire de degré minimal ayant @ comme racine. Il vérifie les propriétés

w

suivantes :

1. P

w

(X ) est irréductible sur Q.

2. Si un polynoéme T (X )DQ[X ] a pour racine @, il appartient a l'idéal I, et est un multiple de
P,(X). En particulier pour X" -1=P,(X)S(X) et ®,(X)=P,(X)R(X).

3. @ est racine simple de Pw(X )

4. Si a est une autre racine de Pw(X ), alors Pw(X ) est aussi le polynome minimal de & .

Le théoreme d’irréductibilité
Deux résultats préalables :

22. Proposition et définition : homomorphisme de Frobenius

Soit A un anneau de caractéristique p premier. L’application de A A x> x? vérifie :
1. fx+y)=fx)+f(y)
2. fGay)=ff»)

Et est donc un homomorphisme (dit de Frobenius) de l’anneau A dans lui-méme.
DEMONSTRATION :
1. f(x+y):(x+y)p =x’ +C11,x‘”_ly+---+Cl’,’_1xy‘”_1 +yr
ck =P =D (p=k+D

. Pour 1<k<p-1, les facteurs #1 de k! ne peuvent diviser p qui est

b k!
premier. Il s’en suit que Cﬁ est un multiple de p donc nul dans A.
2. Evident.

23. Lemme
Soit p premier, Z/pZ[X] l'anneau des polynémes sur le corps Z/pZ et P(X)DZ/pZ[X],
alors : (P(X))p =P(X”)

DEMONSTRATION :
Soit P(X)=> p.X'07/pZ]X].
~
Comme Z/pZ est de caractéristique p, Z/ pZ[X ] aussi et le lemme précédent s’applique :

(P) =3 prx7 =50 (x7)
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Comme p; 0Z/pZ, le petit théoreme de Fermat s’applique (cf 4) et p/ = p, Au final :
(PO)" =22 (x7) = ()
i=0

24. Théoréme
®,(X) est irréductible sur Q[X] , donc aussi sur Z[X] .

DEMONSTRATION :
Soit E ={zD(C/Pw(z) =O} . Comme ®,(X) est multiple de Pw(X)7 EO®P,.
On va prouver que @, O E
X"-1=P,(Xx)S(X).
La proposition 20 indique que Pw(X), S (X) DZ[X] .

Si a0E, @" =1. Soit p un nombre premier ne divisant pas n (a” )n =(a”)p =1. Pw(a”)S(a”) =0.

Supposons que a” OE donc que Pw(a"’)io. Donc S(a’”)=0 et a racine de S(X”). Alors S(X”)
multiple de P,(X) : §(X7)=P,(X)T(X).
La proposition 20 indique que T(X) aussi appartient a Z[X ] On peut projeter sur Z/ pZ[X ] ce qui
donne en tenant compte du lemme 23 :

(5(x))" =s(x7)=R,(x)TCx)
Z/ pZ[X ] est anneau principal donc factoriel, tout facteur irréductible E(X ) de P_w(X ) divise E(X )

Mais on a aussi :

X" -1=P,(X)$(X) dans Z/pZ[X]

Et alors X" =1 posséderait un facteur irréductible au carré. Au quel cas X" —1 et son polyndéme dérivé

nX"™" aurait un facteur commun. Comme n et p premiers entre eux, n inversible dans Z/pZ, ce qui

permet d’écrire :

X"-1+n'X nx"'=1

Or ceci est une égalité de Bezout qui dit que X" —1 et nX"™" sont premiers entre eux dans Z/ pZ[X ] .
En contradiction avec 'existence d’un facteur commun.

On a donc prouvé que si p est premier et ne divise pas n:a0FE = a’ OE.

Soit maintenant FO®,, [ peut s’écrire =" ou m premier avec n. m se décompose en produits de

k
nombres premiers m=|_| p; ou aucun des premiers p, (non supposés distincts) ne divise n. En
i=1

appliquant successivement le résultat précédent on aura :
W OE, " =(a )" OE, &' =/ DE
Donc BOE . Mais alors les polynémes unitaires ®,(X) et Pw(X ) ont méme racines et sont égaux.

Comme par définition Pw(X) est irréductible sur Q[X ] , ®,(X) aussi. Et comme @, (X )DZ[X ] et est

unitaire, donc primitif, il est aussi irréductible sur Z[X ] .
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Qu’en est-il sur un corps fini ¢

Le résultat précédent s’avére alors faux.
Par exemple dans Z/17Z , ou 1=-16 mod 17, le polynéme cyclotomique ®Pg(X)=X *+1 peut s’écrire :

Oy(X)= X +1=X" =16 =(X" -4)(X? +4) =(X -2)(X +2)(X? +4)
Et est donc réductible. On peut méme poursuivre sachant que 4 =—64mod 17 :

Dy(X)= X +1=(X -2)(X +2)(X? +4) =(x -2)(x +2)(X? -64) =(X -2)(X +2)(X -8)(X +8)

Le cas des corps finis fera l’objet d’une section & venair.
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Relations entre certains CDn

25. Proposition :
P, (X”) sip|n
Soit p premier, alors ®,,(X)=1 ¢ (X”

n

®,(X)

sinon

DEMONSTRATION :

Selon la proposition 14 :

o ) n VM) o YH)
q>,,,,(X)=H||;|n{X d —1} =m[(xp)d —1] J;Jn{x d —1}
o )
= p d —
qnn(x )Qg{x 1}

1° cas: p|n

Alors n=p‘q avec 1<k et pOg=1, pn=p"*'q Les diviseurs d de pn sont de la forme : d = p°t avec
0<s<k+1 et t]|q.

Si 0<s<k, d divise aussi n=p*“q. Les seuls diviseurs de pn ne divisant pas p sont donc de la forme

d = p"*'t. Comme 1<k, ils ont un facteur carré et f(d)=0. Au final :

o ) oY
X4d -1 = xXd -1 =1
il -ple
HE HE
2°Cas:>>}{

Alors les diviseurs de d de pn ne divisant pas p sont de la forme d = pk ou k|n. Alors :
o HPK)

o W) o
d _ — pk _
- f-pl+#-

Comme p Uk =1, et g multiplicative : ,u(pk) =,u(p),u k). p étant premier, ,u(p) =-1. Au final :
H(pk)
pn

o ) m n \THE) |
X4 -1 = X P* -1 = Xk -1 =
IEER ESIRS

W

Application :

On avait établi précédemment : @, (X ) =X*+1. Alors :
L D (X) =D (X) =Dy (X?)=X* +1(cas 1)

Py(X*) _ X" +1

Py(X) X'+l

2. cD24(X)=CD3><8(X): =X8—X4+1 (cas 2)
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26. Corollaire

2\ . . .
Pour 1<n, CDZn(X):{CD”(X ) 511 est pair

®, (—X) si n est impair

DEMONSTRATION :
La premiére formule est ’application immeédiate du théoréme précédent au cas p=2. La deuxiéme
o, (x?)
demande un peu plus de travail puisque ce théoréme dans le cas n impair donne : ®,, (X ) =m .
n

o, (x)_ ] [XZZ _IJM : dI'IM(Xz _lJu(d) [XZ +1T(d)
o, (X) M (XZ _1Jﬂ(d) . (XZ _1Ju(d)

1]
S
]
TN
Ul
+
—_
~
=
&

dln dln
Or — étant impair, on peut écrire :

®,, (X)=[] LXZ +1Jﬂ(d) =N (-1)) [(—X)Z —1jﬂ(d) = (~1)24) ld—lln((_x)z _1J”(") |

din din
Or, pour 1<n, Z,u(d)=0. Au final :

2.
mzn(x)=|;|m((—x)3—1f(d) =0, (-X).

27. Proposition

Si les décompositions de n, m en facteurs premiers sont :
k k

nzl_lpiri etm:l_lpil
i=1 i=1

Alors @, (X) =<Dm£X’"J

DEMONSTRATION :

Si m=n, c’est évident.

Si m#n, cela signifie que n posséde au moins un facteur carré. Alors les diviseurs de n ne divisant pas m
sont ceux qui contiennent ce ou ces facteurs carrés.

Les diviseurs de m sont aussi des diviseurs de n. D’ou :

a M) a ) a )
o,X)=[]|x¢-1| =[] x¢-1 X4 -1
ol =ple gl

Or si d divise n mais pas m, d a un facteur carré et u(d)=0. D’otu :
#(d)

N R R

dlm

1 On dit alors que m est le radical de n.
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Application :

36

<D36(X):<D2x3[X 6 }=c1>6()(6)=x12 ~X+1

18 janvier 2020



Jacques Cellier

Valeurs de CDn(l) et CDn(—l)

28. Proposition
O0sin=1
®, (1) =< psin=p" avec p premier et 1<r

1 sinon

DEMONSTRATION :
1. Evident.
2. Si r=1, n est premier, selon 11.5 : ® (X)=1+X +---+ X",
Si n=p" avec p premier et 2<r, alors, CDn(X)=CDpp,_1(X) et selon la proposition 18
P (X)= CDW,_l (X)= CDP,_l (X?). Dou @, ()= CDP,_1 (1) et en itérant ®, (=P ()=p.
3. Dans le cas restant, n peut s’écrire n=p"g ou p est premier et ne divise pas g. On aura alors :
®, 1) _
@,

q

®,H= , =D  ()=P, ()=

29. Proposition
2sin=1
Osin=2
®, (_1) " 11sin est impair >1

. Ak N . .
CDZHm(l) si n=2"m ol m impair

Dans le dernier cas, si 2'm est une puissance d’un nombre premier p, ce qui advient soit si

k=let m=p", soit si 2<k et m=1, alors qJn(—l):CDsz(l):p. Sinon CD,,(—I)=1.

=

=p
DEMONSTRATION :
1. Evident.
2. Evident..

3. Si 1<n est impair, le corollaire 19 donne : CDZ,L(X) =CDn(—X) .Donc CDn(—l) =®,, (l) et d’apres
la proposition 20 ®,, (1) =1.
4. Reste a traiter le cas n pair >2 ou n s’écrit : n=2"m avec m impair. D’aprés le corollaire 20

@, (X)=o,, (-X).Don @, (-1)=d,., (1).
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Avec Maple :

> for i from 20 to 32 do i,ifactor(i),cyclotomic(i,1l),cyclotomic(i,-1); od;
20, (2)* (5),1,1
21, (3) (7)., 1,1
22, (2) (11),1,11
23, (23),23,1
24, (2)° (3),1,1
25, (5)%5,1
26, (2) (13),1,13
27, (3)%,3,1
28, (2)* (7),1,1
29, (29),29, 1
30, (2) (3) (5),1,1
31, (31),31,1
32, (2)%,2,2
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Valeurs de coefficients

Les premiers exemples cités pour @, (X) pouvaient suggérer que les coefficients appartenaient a
{—1, 0, 1} . Mais I’exemple de ®,,5(X) calculé par Maple infirmait cette idée. Voici le moment d’examiner

les choses de plus prés...

30. Proposition

Soit k impair, n décomposé en facteurs premiers: n=p p,---p, avec p,<p,<---<p, et

P <p, +p,y. Alors le coefficient de X dans ®,(X) est :1-k.

Démonstration :

On notera : F ={pl,p2,-~~,pk} .
Un diviseur de n est :
v Soit égal a1
v' Soit un produit de i (1 <i< k) ¢léments de F.
En notant, pour toute partie A non vide de F 1(A) le produit de ses éléments, on définit :
D) ={1} et pour 1<i<k, D, ={N(F)/F,OF et |F|=i}.
Autrement dit D,i est I’ensemble des diviseurs de n, produits de i facteurs parmi les k facteurs de n. On
a:
Yo D =F={p.pyipd
v D¢ ={pp,-p}={n}
v |pif=c
L’ensemble des D,i , pour 0< j<k est une partition de ’ensemble des diviseurs de n. D’ou :

0,00 =[x -4 = [ (e -] < neo o neo

dn doDy

On projette sur C[X]/(ka+l).

Alors tous les X? pour d DD,? O D,f a-.-d D,f sont nuls puisqu’alors d =2 p,p, > p, + p, > p*

(n)x‘J_I (pr _l)ﬂ(plv..)s(...pk)x I—l (—1)”[%jx...x I—l (_l)ﬂ(gj‘

0= (X ) 1)ﬂ dOD} dODf
k k

Comme k impair, p(n)=-1, ,u(pl---><---pk)=l. Par ailleurs, pour dDD]i( avec i12---k ,u(%}=il

n
donc (—1)'“ (Ej =-1 et comme 2---k a un nombre pair d’éléments leur produit vaut 1. Donc :
dOD;

®,00=(x=1)"x [ (x"-1)
- il -k
X -1
@,00 =[x =) {x 1 1) (X" s x )

=X T e X+

Comme :

Lorsque I’on développe le produit des k —1 premiers facteurs, tous les termes issus de 2 ou plus des X7

. . X
auront un exposant strictement supérieur a p, et seront donc nuls dans (C[ %{ Pk +1).
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ch(X):(]—Xpl -xP ...—ka—l)(ka_l +o+ X +1),

L’ensemble 0---p, =1 des exposants du terme de droite contient les entiers :

P —P1> Pk —DP2>"" s Pr ~ Pkl

Il s’en suit que le terme de degré p, dans le produit va étre obtenu par les choix :

Choix dans le Choix dans le
1° facteur 2° facteur
-X P X Z 4]

-X pi X Pr—Pi
-X Pr-1 ka_pk—l

Son coefficient va donc étre : 1—k .

Exemples :

En dehors de 105=5x7x11, déja vu, on peut citer :
v' 715=5%11x13 (la proposition n’exige pas que les p, soient des premiers consécutifs).
ou encore avec k =5
v’ 1065 347=11x13x17x19%23.
En fait les listes ( Dis Pass pk) de premiers vérifiant les conditions requises sont beaucoup plus

abondantes que ce que l'on pourrait penser. Par exemple, pour k=13, les commandes suivantes de

Maple :

> P100:=[seq(ithprime (i),i=2..100)] (liste des 100 premiers premiers)
> k:=13;j:=1;for i from 3 to nops(P100)-k+1l do if P100[i]+P100[i+1]>P100[i+k—-
1] then print (j,P100[i..i+k-11);j:=3+1;fi;od;
en déterminent 73 (en se limitant aux premiers consécutifs) depuis :
1,[53,59,61,67,71,73,79, 83, 89,97, 101, 103, 107 |

jusqu’a :

73,457,461, 463,467,479,487,491, 499, 503, 509, 521, 523, 541 ]
Se pose la question de savoir si pour, pour tout k impair, on peut trouver n=p, p,---p, avec
P<p,<---<p.et p,<p +p,? En cas de réponse positive, cela signifierait que des coefficients de

®,(X) peuvent étre arbitrairement grand.
31. Proposition
Pour tout entier k impair, il existe une liste de (pl, Dasees pk) de nombres premiers vérifiant :

Lo p<py<-<p
2. p<pitp.

DEMONSTRATION :

S’il existe k tel qu’aucune liste ( Dis Doy pk) ne vérifie les conditions, alors 2p, < p,. En notant m, le

plus grand entier tel que 2" <p,, il s’en suivrait que chaque intervalle [2’”_1 2’"[ contiendrait

strictement mois de k nombre premiers. Le nombre de premiers appartenant a [1 2’”[=U[2H 2/ [
j:

—_
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serait alors strictement inférieur a km. Le nombre 7m2") de premiers <2" serait alors strictement

inférieur & km. Or la fonction 77 de comptage des nombres premiers <x vérifie la minoration :

m m
X

<7(x) dés que.ll<x. D’ou: <m?2™). Mais pour m suffisamment grand km< 2 .
In(x) mlIn(2) mIn(2)
Contradiction.
Comparaison pi(n) et n/In(n) et Li(n)
30

[ pi(n)
@ /In(N)

Dans cet ordre d’idée, il existe un résultat du & EMMA LEHMER :
Théoréme

_ (p—3)(qr+1)
Soit n=pqr ou p, g=ap+2 et r=% sont premier, alors le coefficient de X 2 dans

®,(X) est égal a pT—l

On en trouvera une démonstration (assez compliquée) dans [3]. Le théoréme de Dirichlet justifie

I’existence de g et r premiers.

Exemple :

p=T, q=3x7+2=23, r=%=241D’01‘1:

n=pqr=7x23%x241=38801 (p_3)(‘1r+1) :4><(23><241+1)

=11088. Le coefficient de X' dans

. -1 . .
Dge0; (X ) doit étre égal a P 5 =3. Ce que Maple arrive a vérifier en =28 secondes.

> t:=time () :coeff (cyclotomic (7*23*%241,X) ,X,11088) ;duree_calcul:=time ()-t;
3
duree_calcul :=27.971
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Notations
|E| Nombre d’éléments d’un ensemble fini E.
Mme-n ensemble des entiers i m<i<n
mLin PGCD des entiers m et n.
m|n L’entier m divise 'entier n.
@ Fonction indicatrice d’Euler :
¢ (n) =|{k entier/1<k <n et kOn =1}|
7 Fonction de Mobius
®, Iensemble des @(n) racines n™ primitives de I'unité dans C .
AlX] Anneau des polyndmes sur ’anneau A.
d, (X) Le n-iéme polynome cyclotomique :
q}"(X):aEL(X_w): (X—af‘)
" i
Z/nZ Anneau (corps si n premier) des entiers modulo n.
All Quotient de I’anneau A par 1’idéal I.
aA , (a) Idéal principal de I’anneau A engendré par a.
cont(P) Le contenu d’un polynéme PDZ[X ] non nul défini comme le PGCD

des coefficients.
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