Jacques Cellier

Probabilités au tennis

R

Horace Henry Cauty : Tennis, fleurs et cerises
Introduction

Ce texte est inspiré d’un chapitre du livre de Ian Stewart « Game, Set and Math » Il concerne
le systéme de comptage des points lors d’un match de tennis dont I’habillage baroque! (15, 30,
40...) est bien connu. On découvrira dans ce document que, derriére, se cache un mécanisme

d’amplification des différences entre joueur...

Notations générales et outillage
Nous sommes en présence de 2 joueurs A et B :
v' p probabilité que A gagne le point.
v' g =1-p probabilité que B gagne le point
Ces deux probabilités, qui traduisent les forces respectives des deux joueurs, peuvent
étre estimées a partir de leurs statistiques.
v C* nombre de combinaisons de k parmi n.
v |x] xOR : partie entiére de x.

Les formules suivantes seront utilisées :
K (k -(k-1) x)

(=) (1<k)

Foo k +00
v" Pour |x|<1:2xi:1x_(0sk) et zixi—lz
X i=k

i=k

! Habillage que nous laisserons de coté, au profit de 1, 2, 3...
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Probabilités pour un jeu

Pour i, jON:

4 (i, j) désigne 1’état du jeu ot A a marqué i points et B a marqué j points.

v P(i, j) la probabilité de cet état.

Les regles du gain pour un jeu normal se traduisent mathématiquement par :
v Gain de 4 : (4,0),(4,1),(4.2),(i,i-2)

Jeu normal

v
v" Les états (i, i) sont des états d’égalité.
v

i=5

Gain de B: (0,4),(1,4),(2.4), (-2, j)

j=5

Jacques Cellier

Les états (i,i—3)i25, (j—3, j)j25 sont inaccessibles, le gain d’'un des joueurs ayant mis fin

au jeu.

Cette valeur de 4 sera appelée le seuil et notée s.

Résumé illustré :

B(j)

3 | 4

A(i)

Légende

Gain de A

Gain de B

Egalité

Inaccessible

Probabilité de gain de A

On se place sous ’hypothése d’indépendance des échanges?.

2 Cette hypothese est certes trés discutable. Sur un court réel, la perte (ou le gain) d’un point influence le

comportement du joueur dans ’échange suivant. Mais cela reléve de subtilités psychologiques : la perte d’un

point peut susciter selon les personnes et les circonstances une volonté de réagir ou, a linverse, le

découragement...Donc, pour pouvoir calculer, on maintient cette hypotheése.
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1.

Jacques Cellier
Les premiéres « cases » (i, j00---3) sont faciles a remplir : L’état (i, j) est atteint
lorsqu’au cours des i+ j échanges, A a marqué i points avec une probabilité p et B a

marqué j points avec une probabilité g. On est dans le cadre binomial et :

P(i.j)=Cl,;p'e’ =Cl;p'q’| (1)

2. Passons aux états « égalitaires ». La formule précédente donne : ( ) Cg p’q’ . L'état
égalitaire suivant (4, 4) est atteint a partir de (3, 3) , Soit :
* par un point de A suivi d’un point de B avec une probabilité pgq ,
* par un point de A suivi d’un point de B avec une probabilité ¢p,
P(4, 4) = 2qu(3, 3) et plus généralement P(i, i) = 2qu(i—1, j—) i =24 . Et finalement :
P(i,i)= (2pq)i_3 P(3,3)= (2qu)-_3 Cz'qu3 = C63 2173 (pq)i i23|(2)

3. Gain de A. D’aprés (1) P(4,0)=p*,P(4,1)=C,p*q,P(4,2)=C:p'q’ (phase I). Ensuite,
pour 4<i (phase II), on peut observer que le gain du jeu pour A est nécessairement
obtenu par la marque de 2 points consécutifs en faveur de A a partir d’un état égalitaire
(i,i). Dou :

P(i+2,i)=p*P(i,i)=2"C.p™q i23
Résumé illustré complété par les probabilités?

7 16C.p’q’

6 8Cop°q° | 8Cop'q”

2 ACp’q” | 4Cop°q | 4Cp'q’

4 2C;p'q" | 2Cpq" | 2C5p°q’

3 Gr'a | CGr'd | CGr'q

2 Crq | Grqa | Cp'q’

1 Grg | Gp'q | CGpqa | Cp'q

0 p p’ P’ p*

0 1 2 3 4 5 6 7
A

3

3 Les cases vides peuvent étre remplies par symétrie en transposant p et g.
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A partir de la, la probabilité PJ (p) de gain du jeu pour A se calcule aisément :
+00
_ 4 1_4 2.4 2 =3 3 42 i
P, (p)=p*+Cip'q+Cip'q* +) 27 C.p™q
i=3

=p +Cip'q+ Cip'q + Cop’ g (1+2pg +4p°q +-+)

=p*(1+4¢+104)+C)p°q’ Zm‘, 2pg)’

i=0

Et comme0<2pg<1 :

P,(p) :p4(1+4q+10q2)+20p5q3L (3)
1-2pq

Dans son texte, Ian Stewart donne une formule apparemment différente. Il suffit d’utiliser
2pq  _

1-2pg 1-2pg
vaut pour d’autres formules.

I’égalité : 1+ pour constater que les deux formules coincident. Remarque qui

e ~
Jeu Normal

100% 1
90% 1
80% 1
70% 1
60%
50%

40% 1

Pobabilité de gain du jeu

30% 1
20% 1

10% 1

0% i r~«~«~fy v o+ rrrrr.,rrrrgrrrrrrrrrr. rrrrrprrr.r..rrr..r1 1111
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
Pobabilité de marquer un point
\_ S

L’amplification évoqué en introduction apparait clairement. Par exemple : P, (55%) = 62%
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Probabilités de durée des échanges
Soit TLUN la variable aléatoire représentant la durée, autrement dit le nombre d’échanges
avant la conclusion du jeu. On a immédiatement :
v P[T =n] =0 pour n00---3
v PIT=4]=P4,0)+ P0,4)=C°(p* +4*)
v P[T=5]=P@,n+P1,4)=C (p'q+pq')=4pq(p’ +4’)
v PI[T=6]=P4,2)+P2,4)=C2(p'q* + p’q*) =10p°¢* (p* +¢*)
Ensuite pour 6 <n, on peut observer que la fin du jeu est atteinte a partir d’'un état égalitaire
par la marque successive de 2 points par un joueur ce qui donne toujours une durée paire. Il s’en
suit que :
v P[T =n] =0 pour 6 <n impair
Si n=2i, la fin du jeu est atteinte a partir de 1’état égalitaire (i -1, —1) de probabilité
PG-1i-1)=2""Cp™'¢"™" soit
* par la marque de 2 points par A avec une probabilité i C63 pg
e par la marque de 2 points par B avec une probabilité i C63 p g .

‘/ P[T 21] _21 4Cgpz+l i-1 21 4Cg i— 1 i+l — Cg (p2 +q2)2i—4(pq)i—l (3<l)

0 si n<4 ou 6 <n impair

En résumé : |P[T =n] = C"_14( gt pgt) sid<n<6 (4)

C(p*+ 612)(1061)71 2 4 6<n pair

On peut vérifier que les 2 formules donnent le méme résultat 10( pi+ qz)( pq)2 pour n=~6.

s N
P[T=n]
35% -
30% 1
25% 1
] ®p=06q= 04
20% -
15% 1
10%
5% l
0% : . - | o — p T
Ty 1 A 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n
\ J
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Probabilité que le jeu dure plus que n échanges : P[T >n] (6<n)

PIT>nl= Y PIT=2]1=CJ(p* +4*) Y (pg) ™" 2™

n<2i g

Or g<i = LgJ +1<i. Pour alléger 1’écriture on posera : k = {2J+1 et j=i—k

P[T >n] — C63 (pz +q2)§2i—4pi—1qi—1 — Cg (pz +q2)2—3+zw(2pq)i‘1
i=k i=k

+00 +00

=C (P’ +q*)27 Y (2pa)" " =Co(p* +4°) 27 (2pa) " Y. (2pg)™""

Jj=0 Jj=0
— C63 (pz +q2)2—3 (zpq)k—l 1
1-2pq
Or 1-2pg = p*+q° et finalement :

P[T>n]=C27 (qu)EJ zg(ZM)BJ (5)

Jacques Cellier

On peut prendre le probléme autrement. Une durée 6<n passe nécessairement par un état

n

égalitaire. A partir de 1’état : QEJ, {%D le jeu aura une durée <[gJ+{gJ+l puisqu’il faudra

n n+1 si n pair

au moins 2 échanges pour conclure. Or L£J+{—J+l = o ]
2 2 n si n impair
Donc :

n

PIT >l = p@gJ EB e ()Y =20 (2pg) =3 (2p0)

Il est toujours rassurant que deux chemins ménent au méme résultat...

—
0304
—
0254
0204
—
0154
S
0.10+
y en—
—
0.05
- S
- S
—
3:°=
6 8 10 12 14 16 18 20

Représentation graphique de P[T > n]

La durée sera donc >n.

— p=05
— p=06

2

juillet 2022



Jacques Cellier

Durée moyenne d’un jeu E(T)

Compte tenu de la décroissance rapide de P[T =n], on peut effectuer une approximation

50
numérique. Pour p =55%, ¢ =45%, on obtient ainsi : E(T) = ZnP[T =n]=6,680912.

n=0

Mais on peut obtenir une formule close :

E(1)=3 nPIT =n1=4(p* +¢')+5x4pq(p’ +4°)+ 3 2i%5x27 (pg) " (p* +4°)
n=0 i=3
=4(p* +¢")+20pq(p’ +4*)+5(p* +4*)Di(2pg)"

i=3

+00 k-1 _ _
Or pour [ <1 : Zixi—lzx (k (kzl)x)
i=k (1-x)

(2pq)’ (3-4pq)
(1-2pq)’

E(T)=4(p4+q4)+20pq(p3+q3)+5(p2+q2)

Et, tenant compte de 1-2pg = p*> +q° :

(2pq) (3-4pq)
pi+q’

E(T)=4(p4+q4)+20pq(p3+q3)+5 (6)

Formule un peu tarabiscotée... Mais qui permet de donner une illustration graphique :

r “
Durée moyenne d'un jeu

Nb échanges
~
1

2 4 ——Jeu normal

0-ll-lllllllllll|l--l|llll|llll|--ll|llll|llll|-lll|
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

p probabilité de marquer un point

. J

Variation de la durée moyenne en fonction de p. Comme on pouvait s’y attendre cette durée est

maximale pour 2 joueurs de « force » égale et décroit selon la différence de niveau.

Pour p =55%, q=45% , on obtient avec cette formule : E(T) = 6,680915
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Jeu décisif
Le jeu décisif se déroule de maniére analogue au jeu normal, mais le seuil s qui est égal & 4 pour
le jeu normal est de 7 pour le jeu décisif. Pour gagner en généralité, on établira les formules

pour s quelconque®.

Probabilité de gain de A

1. Pour i,j<s on est dans le cadre binomial. L’état (i, j) est atteint lorsqu’au cours des
i+ j échanges, A a marqué i points avec une probabilité p et B a marqué j points avec
une probabilité g :

P(i.j)=Cl;p'q’ =Cl;p'q’

En particulier, pour i=j<s P(i,i)= Cél.p q'

2. Passons aux états « égalitaires » pour s<i=j. L’état égalitaire (i,i) est atteint a partir
du précédent ( -1, j- 1) soit :

* par un point de A suivi d’un point de B avec une probabilité pgq,

* par un point de A suivi d’un point de B avec une probabilité gp :

P(i,i)=2pgP(i-1,i=1) i=s. Et finalement :

i—s+1

P(i,i)=(2pq)

P(s=1,5-1)= CS(II)Z’ (pg) izs-1|(2) bis

Gain de A.

v Soit il est obtenu en s points en marquant un point supplémentaire & partir (phase I) :

Etats (s—l O) (s—l j) (s—l s—2)

s=1 _s-2

Probabilites | C{,pq" | ... | CLp7" | | C5Zpg

Probabilités & multiplier par p, probabilité que A marque ce point supplémentaire,

pour obtenir la probabilité que A gagne en s points :

pI(S) PZ s-1+;4 !

v' Soit il est obtenu par un nombre de points >s a partir d’une situation égalitaire en

marquant 2 points (phase II)

Py (S) - z pZP(l,l) (Y 1)ps+1 5= lz zpq 1 s+l

i=s-1 i=s—1
En posant j=i—-(s-1) :

i Cs—l ps+1qs—1
(S) Cs 5+1 s—1 2 - 2(s-1)
Py o P ,Z; Pq) R —

4 Ce qui permet d’appliquer les formules au cas des sets et des matchs ou encore & d’autres sports : par
exemple le tennis de table avec un seuil de 11 pour une manche ou encore le volleyball avec un seuil de 25

pour un set.
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La probabilité que A remporte le jeu avec un seuil de s est P,(p,s) = p, (s) + Dy (s)

Cx—l_ ps+1qx—1
P(p’ s) p z 5 1+] L

3) bi
1-2pg () 8

On peut vérifier que, pour s=4, on retrouve bien la formule déja établie. Pour un jeu décisif

avec un seuil s=7

8 6
P,(p)=P =p ZCé+, LG p’ (1+74+284> +844° +210¢* +462q5)+w
-2pq 1-2pq

Probabilités pour un jeu
100% 7

90% 1

80% 1
—Jeu Normal

e —Jeu décisif

60% 1
50% 1

40% 1

Pobabilité de gain du jeu

30% 1
20% 1

10% 1

0% r—r—————————
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
Probabilité de marquer un point

L’amplification est encore plus marquée pour le jeu décisif

Probabilité de durée des échanges

Dans la phase I, le jeu s’arréte sur le gain de A selon le tableau suivant :

Etats (s,O) (s, j) (s,s—2)
Durée s s+ 2(s—1)
Probabilités Colpq CJHJpq Czss ,p'q

Pour le gain de B, il suffit de transposer p et g, ce qui nous améne au tableau suivant pour les

probabilités de durée du jeu :

Durée s s+ j 2(s-1)

s=2 s

Probabilités | p+g" | .o | Clyy;(p'd’ +p'q’) | | Ch(p'a ™ +p )

On a donc pour s<n<2(s=1) P[T=n]=C"] s( "+ p" qu)
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Dans la phase II, le jeu, pour 2(s=1)<n, P[T =n]=0, si n impair. Si n=2i, le jeu s’est arrété a
partir de la situation égalitaire (i -1, j—l) de probabilité :
P(i-1,i-1) =(2pq)i_s P(s-1,5-1)= (2pq) Gy 1)]f ‘¢ izs-1
Lorsque un des joueurs marque 2 points. D’ot :
PIT=nl=P(i-1i-1)(p’+q’)=C3L, (2pa) " ¢ (* +4°) = O3, (P7 +47 ) (pa) ™ 27

En résumé :

0sin<s ou 2(s-1) <n impair
Plr =n]={C" (psq"_s + p"_sqs) sissn<2(s-1) (4) bis

Civ(_sl—n (p2 +qz)(PQ)E_1 22" i 2(s-1) <n pair

Petite question subsidiaire : le « raccord » observé pour s = 4 entre la formule phase I et la
formule phase II a-t-il encore lieu ?
Pour n=2(s-1) :
v’ la formule phase I donne P[T =n]= C;S__23 (psqs_2 +p° s) G, 23 (p +q )(pq)r2 )
v la formule phase II donne P[T =n] = Cg(_sl_l) (p2 +q2)2 (pq)” 2
Et ’on a : Cgk =2C§,:1.
Pour s =4, on retrouve bien la formule (4) et pour s =7, on obtient :
0 si n<7 ou 12 <n impair

P[T =n] = C- 7( g+ p"” 7q7) si7T<n<12 pour un jeu décisif

n

C162 (P2 "'412)(1?(])5_1 22 §i12<n pair

P[T=n]

|‘| Mp=06q=04

S (BT Ll Bkl I IELGLS Gl alzalsale) clueeile Rl plkrds A 2l i) 2]

n

25% 1

20% o

15% -+

10% A

5% o

0% -

Probabilités de durée pour un jeu décisif s = 7
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Probabilité que le jeu dure plus que n échanges : P[T >n] (2(s—1)<n)

On reprend la deuxiéme méthode utilisée pour s =4

pir==r(|3]5)

Selon (2) bis :
2l=s+l s s=1_s-1
(B

P(T>n)= C;(zl_l) 27 (ZPQ){ZJ (5) bis

Pour s=4, on retrouve bien la formule (5). Et pour s=7

(2pq)BJ

P(T>n)= C1622—6 (2pq)BJ =231

16
—
020-
0.15-
— -
— p=0.3
0.10- — p=06
—
e
0.05
e |
0—
—_
e
—
I 1 1 I T T
12 14 16 18 20 22 24

Représentation graphique de P[T > n]

Durée moyenne d’un jeu

2(s=1)-1

E(T)= Z”nP[T =n]= z nC,'Z__ls (psq"_s + p"‘“‘qs) + Zw 2iC2s(;1_1) (p2 + qz)(pq)i_1 21
n=0

n=s i=(s—1)

Jacques Cellier

Remarque : tenant compte de la « petite question subsidiaire », on a intégré le cas n =2(s-1)

dans la somme de droite.

+00

‘Zl 2iC2S(?1_1) (pz +q2)(pq)i_1 9ivs = C;(;l—l) (pz +q2) 'le.(pq)i—l Sims+

+00 +0o

z i(pq)i—l 2i—s+1 = 22—x z l(zpq)z—l

i=s-1 i=s-1
o § w2
=k (1- x)2

donc

11
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< - (2pg)’” (s -1-(s- 2)2pq) 2pg)’~ (s -1-(s —2)2pq)
2 ! = =
i;1l( PCI) (1 —2pq)2 (p2 + q2 )2

Il ne reste plus qu’a recoller les morceaux :

AL s (e mms e 1 s 2pg) T (s=1-(s=2)2pg .
E(T)= Z nCn_ls (p‘q +p ‘q‘)+C25(x1_l)22‘ (p2+q2 ) (6) bis

Pour s=4, on retrouve bien (6). Pour s=7, on obtient :

1 ~ 2pg)’ (6-10
E(T) =ch:zl—17 (p7qn—7 +pn—7q7)+C1622—5( pq)pz(_'_qz pQ)
n=7

Durée moyenne d'un jeu

10

Nb échanges
(=]

5 ]

Rk

3- —leu narmal ——Jeu decisif

D d

1 4

O e e L A A B B B e B T e B B o

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
p probabilité de marguer un point
. J
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Probabilités pour un set
Sans jeu décisif

Selon cette régle A doit gagner au moins 6 jeux avec une avance d’au moins 2 points pour
remporter le set. On se trouve en présence d’un seuil s =6 et on peut appliquer la formule (3)
bis en remplacant p par p, =P, ( p). On obtient ainsi la probabilité P, ( p) de gain du set pour
A:

c’
PS(p) (pf’) PJZ +JqJ %OﬂpJ:PJ(p) et g, =1-p,

74

Avec jeu décisif
Avec cette régle, a partir de I’état (6, 5) :
v" Soit A remporte le jeu, donc le set, avec une probabilité :
( ) G opj qu
v' Soit B égalise a (6, 6) avec (selon (2) bis une probabilité :
— 5 6
P(6,6)=2p, xq, xC},p; xq; =2C}, (p,4,)
v Et ils entament un jeu décisif avec une probabilité de gain pour A :

P, (p)=P(p.7)

On obtient ainsi la probabilité P, ( p) de gain du set avec jeu décisif pour A :

p;ZCS+,qJ Chopl a3 +2Co (p,a,) Py (p) ot p, =P, (p) et g, =1-p,

j=0

Probabilité que A gagne le set

100% -

90% 1
] ——3Sans jeu décisif ——Avec jeu décisif
80% 1
70% 1
60% 1
50%
a0% 4
30%
20% 1

10%

T e e e e T e e T e e e S T
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%  100%

p Probabilité que A gagne un point
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Le tracé obtenu a partir de calculs effectués avec Excel et avec Maple montre deux courbes
pratiquement superposées. Ainsi pour p =55% les probabilités de gain du set par A sont :

P, (55%) =82,164% P, (55%) = 81,504%
La mise en place d’un jeu décisif n’a guére d’influence sur les probabilités de gain et, dans tous
les cas, on constate une amplification encore accentuée. Mais quelle est I'influence de la mise en

place du jeu décisif sur la durée ?

Durée du set en nombre de jeux

Soit T; la variable aléatoire égale au nombre de jeux dans le set. Deux cas sont & distinguer :
Sans jeu décisif
Dans cette situation, on peut appliquer la formule (4) bis avec s=6 en remplacant p par
p, =P, (p) et g par g, =1-p, :

0 sin<g ou 10 <n impair

P[TS = n] = C,’:__IG (p?q;_G +pj_6q5) si6<n<10
n, ",
Clso(pf +q§)(p,q,)2 122 s 10<n pair

De la méme fagon la formule (5) bis s’applique pour obtenir, pour 10<n :

P(1, >n)=C52° (2p)0,)

Enfin, la formule (6) bis s’applique pour obtenir :

9 4(5—
_ ~6( .6 6, - 5 44 (2P,9,)" (5-8p,q
E(TS)_anrrzl—l (p;)q16+p1 6q?)+C1024 = 2( 2 - J)
n=6 pJ +QJ
Avec jeu décisif
Jusqu’a n =12, les probabilités sont les mémes. Mais si on se trouve alors dans 1’état (6, 6) avec
une probabilité : P(6, 6) =C1502(p, q, )6 (2) bis, les joueurs entament alors un 13° et dernier jeu

décisif et au-dela de 13 les probabilités sont nulles. Il en résulte que :
Osin<6oun=I1loul3<n

C'5(pSqr® +pi°qS) si6<n<10

Clso (p,2 +qf)(quj)5 sin=12

Ch2(p,q, )6 sin=13

P[T, =n]=

Tenant compte de la « petite question subsidiaire », on integre le cas n=12 dans le deuxiéme
cas :
Osin<6oun=I11lould<n
P[T; =n|= (o (qu’]_6 +p;’_6q§’) si6sn<10oun=12
C1502(p1qj)6 sin=13
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Pour P(TS > n) on obtient :

C1502_5 (2p1q1)BJ pour 10€n <12
P(T, >n)= C1502(p,qj)6 sin=12
0 pour 13<n

En ce qui concerne la durée moyenne, on a :

13 12
E(Ts) = ZnP[TS =n]= Z I’lC:__f (P5Q;_6 + P;l_GQ” + 13C1502(p1 q, )6
n=6 n=6

n#ll

Probabilités de durée du set

30% A~
25% -+
i ™ Sans jeu décisif B Avec jeu décisif
20% -+

15% A

10% A

5% A I
0% ] T T T T T II T T T T II T Il T I- T I- T T T 1
O iy 7 MEiee f SSe Ged 7 taeee ) © (o) iilegale)  DlERelt ) LS Al .edly)  IESSIE) T 200) Sl 2PN 2025 Seki e 25

n =nombre de jeux

Probabilités pour 2 joueurs de force égale : p, =q, =50%
10,03 sans jeu décisif

):{ . La présence d’un jeu

Sous cette derniére condition, on obtient : E (T : o
9,66 avec jeu décisif

N

décisif raccourcit faiblement la durée moyenne, car la mise en place de cette régle ne concerne

qu’un éventuel 13° jeu.
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Pour conclure : jeu, set et match

Probabilité que A gagne le match en 3 sets :

2 2

P,(p)=p; +3piqs +6p.q;s %

oup =P (p), g, =1-p,, py

|

Dy sile 5° set est sans jeu décisif

Py Sile 5° set est avec jeu décisif

=Py, (p)
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(Un article de Ian Stewart dans le magazine « Pour la Science » est aussi consacré a ce sujet)
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