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Jeu de boules 

Urnes à composition variable 
 

  

La loi binomiale ( ),K pB  qui modélise les tirages successifs de K boules (de couleur 

rouge ou bleu) avec remise dans une urne où p est la proportion des boules rouges 

fait partie des grands classiques en probabilité. Mais que se passe-t-il lorsque la 

composition de l’urne varie d’un tirage à l’autre. Un premier exemple de cette 

situation se présente dans le cas d’un tirage sans remise, ce qui entraine une 

modification de la composition de l’urne au fil du temps et ruine l’hypothèse 

d’indépendance des tirages. Mais là encore le modèle de cette situation est un 

grand classique : la loi hypergéométrique. Dans ce document nous aborderont deux 

autres cas qui conduiront à : 

 La loi de Poisson binomiale. 

 La loi de Polya. 

Ce document est accompagné par trois classeurs Excel :  
 poisson_binomiale3.xlsm 
 urnes_polya3.xlsm 
 simulation_lois.xlsm 
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La loi Poisson binomiale 

Définition et premières propriétés 

On procède au traditionnel tirage successif de K boules (rouge ou bleu) dans des urnes. Mais, à 

l’encontre de la loi binomiale « classique », la proportion 
ip  des rouges et 1i ip p= −  des bleus 

varie suivant l’urne i… 

1.Définition 

Une variable aléatoire 
1

K

K i

i

Y X
=

= est dite de loi Poisson binomiale si et seulement si les iX  

sont des variables de Bernoulli indépendantes de paramètre ] [0 1ip ∈ . 

Remarques : 

 Compte tenu de cette définition, l’ordre des iX  est indifférent. On peut donc supposer, si 

besoin est, la suite ( )ip  croissante ou décroissante. 

 On notera : 1i ip p= − . 

La loi Poisson binomiale possède les propriétés suivantes : 

Ensemble des valeurs 

( ) { }0,1, ,KY KΩ = ⋯  

Espérance  

( )
1 1

( )
K K

K i i

i i

E Y E X pµ
= =

= = =   

Variance 

En vertu de l’indépendance : 

( )2

1 1

( )
K K

K i i i

i i

V Y V X p pσ
= =

= = =   

Fonction de masse 

Pour { }0,1, ,k K∈ ⋯  :  

K

k
K

A
i i

i A iA

P Y k p p
 
 =     
 ∈ ∈∈

=  ∏ ∏
P

1 

où k
KP  désigne l’ensemble des parties à k éléments de { }1, , K⋯ ,. A  le complémentaire de A dans 

{ }1, , K⋯ et en convenant que les produits vides sont égaux à 1. 

Même si cette formule est relativement simple dans son énoncé, son usage pour le calcul effectif 

s’annonce laborieux, voir impraticable : on a affaire à une somme de 
k
KC  produits de K 

nombres. 

 
1 Lorsque tous les pi sont égaux à p, on retrouve la fonction de masse de la loi binomiale. 
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Fonction génératrice 

La fonction génératrice de iX  est : ( )
i i iXG z p p z= + . Par indépendance des iX  :  

( )
1 1

( ) ( )
K k

K K

Y k k

k k

XG z G z p p z
= =

= = +∏ ∏  

Là encore une formule d’énoncé simple mais qui n’allège en rien le calcul effectif de [ ]KP Y k=  

puisque le calcul du coefficient de k
z  aboutit à la formule précédente. Il va donc falloir se 

mettre à la recherche de méthodes pratiques de calcul… 

Méthodes de calcul pratique 

Formule de récurrence pour la loi Poisson binomiale 

2.Proposition 

[ ]k
K KP Y kπ = =  vérifie : 

1. 
0
1 1pπ =  et 

1
1 1pπ =  

2. 0k
Kπ =  si k K>  

3. 
0

1 2K Kp p pπ = × ×⋯  

4. Pour 1K >  et 0 k K≤ ≤ , la relation de récurrence : 
1

1 1
k k k
K K K K Kp pπ π π −

− −= +  

DEMONSTRATION : 

1. est évident puisque 1 1Y X= . 

2. est aussi évident puisque KY K≤ . 

3. [ ] [ ]0
1 10 0 0K K KP X X P X Xπ = + + = = = ∩ ∩ =⋯ ⋯ . Et par indépendance des iX ,  

[ ] [ ] [ ]1 1 1 20 0 0 0K K KP X X P X P X p p p= ∩ ∩ = = = × × = = × ×⋯ ⋯ ⋯ . 

4. L’événement [ ]1 KX X k+ + =⋯  est réunion disjointe des évènements : 

• [ ] [ ]1 1 0K KX X k X−+ + = ∩ =⋯  

• [ ] [ ]1 1 1 1K KX X k X−+ + = − ∩ =⋯  

Par indépendance, leur probabilité est de : 

• [ ] [ ]1 10 k
K K K KP Y k P X pπ− −= × = = ×  

• [ ] [ ] 1
1 11 1 k

K K K KP Y k P X pπ −
− −= − × = = ×  

Application : 

La formule de récurrence comparable à celle des 
k
KC  amène à la construction par lignes 

successives d’un triangle analogue au triangle de Pascal, dont voici une illustration sous Excel2 : 

 

 
2 Un classeur Excel avec ce tableau étendu jusqu’à K=20 est téléchargeable. 
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p i 1-p i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Σ

1 85% 15% 1 15,16% 84,84% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 100%

2 85% 15% 2 2,30% 25,73% 71,97% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 100%

3 81% 19% 3 0,434% 6,72% 34,46% 58,39% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 100%

4 77% 23% 4 0,102% 1,91% 13,22% 40,06% 44,71% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 100%

5 71% 29% 5 0,029% 0,625% 5,19% 21,00% 41,41% 31,74% 0% 0% 0% 0% 0% 100%

6 64% 36% 6 0,011% 0,243% 2,26% 10,86% 28,32% 37,94% 20,36% 0% 0% 0% 0% 100%

7 56% 44% 7 0,005% 0,113% 1,13% 6,06% 18,58% 32,57% 30,17% 11,36% 0% 0% 0% 100%

8 46% 54% 8 0,003% 0,064% 0,669% 3,81% 12,87% 26,19% 31,27% 19,94% 5,18% 0% 0% 100%

9 33% 67% 9 0,002% 0,043% 0,468% 2,77% 9,86% 21,76% 29,58% 23,71% 10,09% 1,72% 0% 100%

10 18% 82% 10 0,001% 0,036% 0,390% 2,35% 8,57% 19,59% 28,16% 24,78% 12,57% 3,25% 0,314% 100%

K

k

1<= i <= K
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Des approximations 

Convergence en loi vers (0,1)N  

Soit pour 1i K= ⋯  une suite de variables indépendantes iX  de moyenne iµ  et de variance 
2
iσ  

(finies). Si on pose : Si on pose : 
1

K

K i

i

M µ
=

=  et 2 2

1

K

K i

i

S σ
=

= , le théorème de la limite centrée, 

version Lyapounov, qui ne requière pas que les variables indépendantes iX  soient toutes de 

même loi, assure la convergence en loi : (0,1)K K

K

Y M

S

−  →L N  quand K → +∞ . 

Ce théorème requière  toutefois que la condition de Lyapounov soit vérifiée. 

Si ( )33

1

K

K i i

i

R E X µ
=

= −  (somme des moments d’ordre 3 des iX ), la condition3 de Lyapounov 

stipule 0K

K
K

R

S
Lim

→ +∞
= .  

Avec les ( )i iX B p≈ , on a : 

 i ipµ =  

 
2

1

K

K i i

i

S p p
=

=  

( ) ( )

3
3

3

3 3 3 2 2

 avec une probabilité   avec une probabilité  

 avec une probabilité  avec une probabilité 
i i i i

i i i i

i i i i

i i i i i i i i i i

p p p p
X p X p

p p p p

E X p p p p p p p pµ

 − =  − =  
 

− = + = +

 

 ( ) ( )
1 1

3 33 2 2

1 1

K K

K i i i i i i

i i

R E X p p p pµ
= =

   
= − = +   
   
   

On a donc : 
( )

1

3
2 2

1
1

2

1

K

i i i i

iK

K K

i i

i

p p p p
R

S

p p

=

=

 
+ 

 =
 
 
 





. Pour ] [0 1ip ∈ , 
2 2 1i ip p+ < . D’où : 

1

3
1

6
1

1
12

1

K

i i K
iK

i i

iK K

i i

i

p p
R

p p
S

p p

−
=

=

=

 
 

  < =  
  

 
 






. En supposant ( ) ] [max 0 1i ip pα = ∈ , ( )
1

6 0K

K
K

R
K

S
α −

→+∞< → . 

Cela reste assez théorique et ne dit rien sur la précision de cette approximation, d’autant plus 

que la vitesse de convergence en 
1
6K

−
 est lente. Mais on peut observer un exemple : 

 
3 En fait, une de ces formes. 
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Exemple : 

Le tableau Excel dont une vue partielle a été présenté en amont fournit des valeurs exactes (aux 

arrondis près) de la loi jusqu’à K=20 

Les valeurs suivantes pour les 
ip  : 

75% 70% 50% 40% 38% 35% 30% 30% 28% 25% 20% 20% 18% 15% 10% 10% 9% 9% 8% 5% 

donnent 20 205, 45 1,79Sµ ≃ ≃ . Si on compare graphiquement les valeurs obtenues par le tableau 

Excel à celles de la loi (5,45 ;1,79)N , on obtient ceci : 

 
 

Le package poibin de  est dédié à la loi de Poisson binomiale. Sa documentation est 

succincte mais son usage est simple. 

Pour l’approximation normale, dont il propose une version améliorée en tenant compte du 

coefficient d’asymétrie de 
KY , il suffit d’exécuter la commande : 

ppoibin(k, pr, method = "RNA") 

où pr désigne la liste des probabilités ( )1, , Kp p⋯  pour obtenir [ ]KP Y k≤  par la méthode "RNA"  

(Refined Normal Approximation)4. Avec les données citées plus haut : 

pr=c(0.75,0.70,0.50,0.40,0.38,0.35,0.30,0.30,0.28,0.25,0.20,0.20,0.18,0.15,0.10,0.10,0.09,0.09,0.08,0.05) 

on obtient : 
> ppoibin(10, pr, method = "RNA") 

[1] 0.9958807 

Dans le résultat retourné, il s’agit de probabilités cumulées : 0.9958807= P[Y20<=10] 

 
4 Voir annexe 3. 
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Le paramètre entier k peut être remplacé par une liste : 
> ppoibin(0:20, pr, method = "RNA") 

0.001032470 0.009522821 0.044481687 0.137300800 0.306199723 0.523807431 0.727824098 

0.871351790 0.949751998 0.983924736 0.995880660 0.999178581 0.999875800 0.999986020 

0.999998842 0.999999930 0.999999997 1.000000000 1.000000000 1.000000000 1.000000000 

A comparer au cumul des probabilités obtenues par le tableau Excel : 

0,000627436 0,007646138 0,041430673 0,135316105 0,306108147 0,524263415 0,728660513 

0,873226910 0,951907019 0,985271890 0,996377925 0,999289055 0,999889548 0,999986575 

0,999998745 0,999999912 0,999999996 1,000000000 1,000000000 1,000000000 1,000000000 

 

 

Approximation par la loi de Poisson 

INEGALITE DE LE CAM : 

Soit 
1

K

K i

i

Y X
=

=  une loi Poisson binomiale où les variables de Bernoulli iX  ont des probabilités 

( )1 i Kp p p⋯ ⋯ , ( ) ( )
1 1

K K

K i i

i i

E Y E X pλ
= =

= = =   et une variable de Poisson Zλ  de paramètre λ. Alors : 

[ ] [ ] 2

0 1

2
K

K i

k i

P Y k P Z k pλ

+∞

= =
= − = ≤   

On rappelle que : [ ]
!

k

P Z k
k

e λ

λ
λ−

= =  

Le « paradigme de Poisson » version empirique du théorème de Le Cam s’énonce : 

La somme KY  d'un grand nombre de variables de Bernoulli indépendantes de petit 

paramètre suit approximativement la loi de Poisson de paramètre ( )KE Y . 

Mais qu’est-ce qu’un « grand nombre » et qu’est-ce qu’un « petit paramètre » ? 
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Pour tenter une réponse, tout autant empirique à cette question, nous avons procéder à 2 essais 

dont les résultats sont présentés graphiquement page suivante. L’approximation s’avère 

médiocre dans le premier cas, un peu meilleure dans le deuxième. 

Exemple 1 : 50K = , 10%ip < , ( ) 2,3754KE Y =  

 

Exemple 2 : 100K = , 
1

, 1 100
9ip i

i
= ∈

+
⋯ , ( ) 2,4442KE Y =  
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Inégalités 

L’usage d’inégalités pour borner certaines probabilités est courant. Celle, bien connue, de 

Bienaymé-Tchebychev : 

2

( )
( ) , 0

V X
P X E X d d

d
 − ≥ ≤ ∀ >   

s’applique à toute variable de moyenne et d’espérance finie et est de ce fait universelle. Mais elle 

se révèle souvent trop « laxiste » pour des applications numériques pratiques.  

L’inégalité de Hoeffling5 semble avoir été conçue pour s’appliquer à notre sujet : 

Soit 1 , , KX X⋯  K variables indépendantes vérifiant [0 1]iX ∈ . Soit 1K KY X X= + +⋯  et 

( ) ( )
1

K

K i

i

E Y E X
=

=  alors, pour 0d >  : 

( ) ( )2exp 2K KP Y E Y d d K − ≤ − ≤ −   et ( ) ( )2exp 2K KP Y E Y d d K − ≥ ≤ −   

Autrement dit : 

( ) ( )22exp 2K kP Y E Y d d K − ≥ ≤ −   

Il y a une chose importante à observer dans cette inégalité, si on veut l’appliquer à la loi de 

Poisson binomiale, c’est qu’outre l’écart à la moyenne d, elle ne fait intervenir que le nombre K 

de variables de Bernoulli et la moyenne ( )
1

K

K i

i

E Y p
=

= .  

Avec l’exemple 2, { } ( ) ( )100, 0, ,100 , 2,444, 1,532K K KK Y E Y V Y= ∈ ⋯ ≃ ≃ , ces inégalités vont donner 

comme majorants de [ ]KP y Y≤  : 

 

 
5 Voir démonstration en annexe 2. 
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Calcul via la Transformation de Fourier Discrète (DFT)6 

Le principe 

Outre la méthode de calcul des probabilités par récurrence déjà évoquée, il existe autre une 

méthode exacte fondée sur la transformation de Fourier discrète de la fonction génératrice 

( )
KYG z  de KY . Si : 

[ ]

[ ]

[ ]

0K

K

K

P Y

P Y k

P Y K

 =
 
 
 Π = =
 
 
 = 

⋮

⋮

 et 

0( )

( )

( )

K

K

K

Y

k
Y

K
Y

G

G G

G

ω

ω

ω

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

⋮

⋮

 

où ω∈ℂ est une racine ( 1)ième
K +  primitive de 1, par exemple 

2

1

i

Ke

π−
+ , 

alors 
1( )G

−Π=F  où F  désigne la transformation de Fourier discrète à 1K +  points. 

Pour une valeur k donnée, elle aboutit à la formule : 

[ ] ( )
0

1

1 K

K
tk t

K Y

t

P Y k G
K

ω ω
=

= =
+   où : 

2

1

i

Ke
π

ω +=  et ( )
1

( )
K

K

Y j j

j

G z p p z
=

= +∏  

Avec cette nouvelle formule, on a affaire à une somme de 1K +  termes au lieu de k
KC . De plus, 

la méthode étant fondée sur la transformation de Fourier discrète, elle peut mettre en œuvre les 

algorithmes « rapides » de calcul de cette transformation.  

Avec  

Avec le package poibin de , pour un calcul exact via la DFT, il suffit d’exécuter la 

commande : 
ppoibin(k, pr, method = "DFT-CF") 

Toujours avec les mêmes données, on obtient : 

> ppoibin(10, pr, method = "DFT-CF") 

[1] 0.9963779 

Pour mémoire, la méthode RNA avait donné comme résultat : 0.9958807 

On rappelle qu’il s’agit de probabilités cumulées. 

Avec Maple, deux procédures : 

La première calcul le vecteur ( )( )
0

k
K k K

GY ω = ⋯  où ( )
1

( )
K

K i i

j

GY z p p z
=

= +∏  à partir de la liste des 

probabilités [ ]1, , Kp p=vp ⋯  

 
6 Pour présentation de la DFT et de son application au calcul des probabilités de la loi Poisson binomiale, 

voir l’annexe 1, où on trouvera les démonstrations. 
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GY:=proc(vp::list) # retourne un Array 0..K 

 local K,k,j::integer,omega,omegak,g::complex,V::Array; 

 K:=nops(vp); 

 omega:=evalf(exp(-2*I*Pi/(K+1))); 

 omegak:=1; 

 V:=Array(0..K,0); 

 V[0]:=1; 

 for k from 1 to K 

  do 

  g:=1; 

  omegak:=omegak*omega; 

  for j from 1 to K 

   do 

   g:=g*(1-vp[j]+vp[j]*omegak); 

   od; 

  V[k]:=g; 

  od; 

 return(V); 

 end:  

La deuxième calcule toutes les probabilités via une procédure de transformation de Fourier 

rapide : 

ProbaYK:=proc(pr::list) # retourne sous forme d’Array P[Y=k] pour k=0..K 

 local GV,P1,P2,P3,P4::Array,K::integer; 

K :=nops(pr); 

 GV:=GY(pr); 

 P1:=DiscreteTransforms[InverseFourierTransform](GV,normalization=full); 

 P2:=map(Re,P1); #on ne garde que la partie réelle 

 P3:=map(evalf[9],P2); #on limite les décimales 

 P4:=ArrayTools[Reshape](P3,0..K);#pour numéroter de 0 à K 

 return(P4); 

end:  

Durée d’exécution sur l’exemple 3 où ( )0,5 0,005 1 1 100 pour ip i i= − − ∈ ⋯  : 

pr100:=[seq(0.5-(i-1)*0.005,i=1..100)]: 

t:=time():ProbaYK(pr100):duree:=time()-t; 
duree := 0.140 (sec) 

Comparaison avec R ppoibin  

k 

Résultats 

cumulés de 
ProbaYK 

ppoibin 

DFT-CF 

ppoibin 

RNA 

15 0,6719% 0,6719% 0,7011% 

16 1,3752% 1,3752% 1,4168% 

17 2,6181% 2,6181% 2,6690% 

18 4,6558% 4,6558% 4,7088% 

19 7,7633% 7,7633% 7,8089% 

20 12,1830% 12,1830% 12,2131% 

21 18,0590% 18,0590% 18,0703% 

22 25,3765% 25,3765% 25,3726% 

23 33,9277% 33,9277% 33,9172% 

24 43,3208% 43,3208% 43,3127% 
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Applications 

Assurance 

Une compagnie d’assurance gère K contrats d’assurance vie. En cas de décès, elle doit verser une 

somme S à la famille du défunt. Sur une période, disons, de une année, les différents assurés ont 

des probabilités différentes de décès ip . Il est clair que la variable aléatoire KY  représentant le 

nombre de décès dans l’année laquelle conditionne la somme à débourser en indemnités suit une 

loi de Poisson binomiale de paramètre ( )1, , Kp p⋯ . 

Stochocratie 

Ce néologisme, forgé récemment, désigne un système politique où la désignation de représentants 

exécutifs, législatifs et judiciaires s’opère par tirage au sort. La démocratie athénienne qui 

recourait abondamment à cette procédure était fortement teintée de stochocratie. En France, les 

jurés d’Assises sont tirés au sort. Plus récemment Convention citoyenne pour le climat a été 

ainsi constituée. 

Un peu de politique fiction 

Le gouvernement considérant que le recours au référendum est une procédure couteuse pour des 

résultats incertains décide de tirer au sort un électeur par département et de lui, demander son 

avis. Voici ce que cela pourrait donner en se fondant sur le dernier référendum français de 2005 

portant sur le projet de traité établissant une Constitution pour l’Europe. On tire au sort un 

électeur dans chacun des 106 départements (métropole, outre-mer, français de l’étranger). Pour 

chaque 1 106i ∈ ⋯  on considère la variable de Bernoulli : 
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1 si l'électeur choisi dans le département  vote OUI

0 si l'électeur choisi dans le département  vote NONi

i
X

i


= 


 

Et on prend pour [ ]i ip P X=  la fréquence des OUI dans le département i lors du vrai 

référendum. Sous l’hypothèse d’indépendance des iX , la variable 
106

106
1

i

i

Y X
=

=  qui représente le 

nombre de OUI dans l’échantillon suit une loi de Poisson binomiale de paramètre ( )1 106, ,p p⋯ . 

Résultats numériques pour l’échantillon : 

Espérance µ 48,82 Probabilité de victoire du NON 76,9% 

Ecart-type σ 5,01 Probabilité d’égalité 5,6% 

Asymétrie γ 0,02 Probabilité de victoire du OUI 17,5% 

Et graphiques : 

 

Rappelons que ce référendum a vu la victoire du NON sur un score de 54,67%. Les résultats 

montrent que l’échantillon aléatoire contredirait ce résultat avec une probabilité de 17,5%, ce 

qui est loin d’être négligeable.  

Un peu de botanique 

Une étude courante en agroécologie est le recensement des espèces de plantes sur une parcelle de 

terrain ou, plus précisément, pour chacune des K espèces de plantes à laquelle on s’intéresse, de 

répondre à la question : l’espèce est-elle présente dans cette parcelle ? Si on considère la parcelle 

de terrain comme un échantillon aléatoire et l’espèce comme un attribut, on peut définir : 
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 La variable 
1

0

 si l'espèce  est présent dans la parcelle

 sinoni

i
X


= 


 

qui suit une loi de Bernoulli de paramètre ip , probabilité d’inclusion de l’espèce i dans 

l’échantillon. 

 La variable 
1

K

K i

i

Y X
=

=  qui représente le nombre d’espèces distinctes dans l’échantillon 

Sous l’hypothèse7 d’indépendance des iX , KY  suit une loi de Poisson binomiale de paramètre 

( )1, , Kp p⋯ . 

C’est l’idée développée par l’agronome Philippe Daget dans ses articles : « Le nombre d’espèces 

par unités d’échantillonnage et son modèle » ; « Le nombre d’espèces par unités 

d’échantillonnage de taille croissante ». Pour illustrer sa démarche, il fournit le tableau suivant : 

Probabilité de présence des espèces dans une parcelle 

élémentaire de l'essai PBI sur prairie de Solling, Allemagne 

 Espèces pi 

1 Agrostis vulgaris   54,00% 

2 Ajuga reptans   15,00% 

3 Anihoxantum odoratum 83,00% 

4 Brunel/a vulgaris   2,00% 

5 Cardamine pratensis   2,00% 

6 Festuca rubra   82,00% 

7 Hieracium pilosella   1,00% 

8 H olcus lcmatus   22,00% 

9 Hypochoeris radicata  12,00% 

10 Leontodon automnalis  6,00% 

11 Lotus co1rniculatus   49,00% 

12 Luzula vulgaris   19,00% 

13 Plantago lanceolata   22,00% 

14 Poa pratensis   10,00% 

15 Poa trivialis    5,00% 

16 Ranunculus acer   3,00% 

17 Rumex acetosa   2,00% 

18 Taraxacum officinale  19,00% 

19 Trifolium pratense   19,00% 

20 Trifolium repens   5,00% 

21 Veronica chamaedris  5,00% 

22 Mnium affine   7,00% 

23 Rhitidiadelphus squarrosus 65,00% 

 
7 Voir en aval « Disgression sur l’indépendance des Xi ». 
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On peut supposer que les probabilités d’inclusion ip  ont été estimées à partir d’analyse de 

nombreuses « parcelles élémentaires8 ». À partir de la liste des probabilités ( )1 23, ,p p⋯ , on 

obtient en appliquant les formules de la loi de Poisson binomiale les paramètres de 23Y  : 

Espérance µ 5,090 

Ecart-type σ 1,582 

Asymétrie γ 0,196 

Et [ ]23 0 23 pour P Y k k= ∈ ⋯  

 

L’auteur s’intéresse aussi à des parcelles dont les dimensions sont des multiples des parcelles 

élémentaires.  

Soit une parcelle de taille m fois une parcelle élémentaire. Pour cette nouvelle parcelle, la 

probabilité ,i mp  de présence de l’espèce i s’écrit :  

, , ,1 1 0 1
m

i m i m i m ip P X P X p= = = − = = −        

Or , 0i mP X =    est la probabilité que i n’appartienne à aucune des m parcelles élémentaires 

dont est constitué la nouvelle parcelle. D’où : [ ], 0 0
mm

i m i iP X P X p= = = =   . Au final : 

, 1
m

i m ip p= −  

 
8 Si j’ai bien compris, ces parcelles « élémentaires » sont constituées, dans le cas de prairies, par des carrés 

de 1m x 1m appelés quadrats. 
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Connaissant la liste des probabilités ( )1, ,, ,m K mp p⋯  pour une parcelle m fois plus grande, on donc 

calculer espérance, écart-type et probabilités pour 2 3Y . Par exemple, pour 1 0m = on obtient : 

 m = 1 m = 10 

Espérance µ 5,090 14,731 

Ecart-type σ 1,582 1,735 

Asymétrie γ 0,196 -0,005 

Et pour les probabilités : 

 

Disgression sur l’indépendance des iX  

Soit un ensemble A d’éléments, chacun d’entre eux possédant un attribut choisi pami 

{ }1, 2, , K⋯ . On note ] [0 ,1if ∈  la probabilité (dite de sélection) qu’un élément tiré au hasard 

possède l’attribut i et 1i if f= −  la probabilité de l’évènement contraire. 

Soit E un échantillon constitué de n éléments tirés successivement au hasard avec remise. 

Pour { }1, 2, ,i K∈ ⋯ , on définit la variable aléatoire de Bernoulli : 

1

0

 si l'attribut  est présent dans l'échantillon

 sinoni

i
X


= 


 

En supposant le tirage avec remise on a :  

[ ] ( )0 1
n

i iP X f= = −  et [ ] ( )1 1 1 1
nn

i i iP X f f= = − − = − . 

Cette dernière probabilité (dite d’inclusion) sera notée ip . 

Soit pour ,: 1 1i j i ji j p P X X≠ = = ∩ =   . 

[ ], 1 1 1 1 1 1 1 1i j i j i j i j i j i jp P X X P X P X P X X p p P X X= = ∩ = = = + = − = ∪ = = + − = ∪ =               . 
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Il reste à calculer 1 1i jP X X= ∪ =   . 

1 1 1 0 0i j i jP X X P X X= ∪ = = − = ∩ =        

Or la probabilité que ni i ni j n’apparaissent à un tirage est 1 i jf f− −  et donc pour n tirages 

indépendants : ( )0 0 1
n

i j i jP X X f f= ∩ = = − −   . 

Il reste à rassembler les morceaux : 

( ), 1 1 1 1
n n n

i j i j i ji jp P X X f f f f= = ∩ = = − − + − −    

Intuitivement9, on pourrait penser que, la présence de i dans l’échantillon n’a pas d’influence sur 

la présence de j et que, donc, les variables de Bernoulli  et i jX X  sont indépendantes. Il n’en 

n’est rien puisque :  

[ ] ( )( ) ( )1 1 1 1 1
n

n n n n

i j i j i j i j i jp p P X P X f f f f f f= = = = − − = − − +    

Et donc : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),, 1 1 1 1
n

n nn n

i j i j i j i j i j i j i iCov X X p p p f f f f f f f f= − = − − − = − − − − −  

Cette covariance est strictement négative : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0

nn n

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j

Cov X X f f f f f f f f

f f f f f f f f

< ⇔ − − < − − ⇔ − − < − −

⇔ − − < − − + ⇔ <
 

Cette dernière inégalité est vraie puisque ] [, 0 ,1i jf f ∈ . 

En posant : ( ) ( )1 1 1 et i j i ja f f b f f= − − = − − , la covariance s’écrit : ( ), n n
i jCov X X a b= −

Comme ] [, 0 ,1a b∈ , la limite quand  n →+∞ est nulle. 

La fonction de la variable réelle x ( ) x xg x a b= −  a pour dérivée : ( ) ( )( ) ln lnx x
g x a a b b′ = −  qui 

est positive puisque a b< . 

En résumé ( ),i jCov X X  est <0, croissante avec n la taille de l’échantillon et tend vers 0 quand 

 n →+∞ . En pratique, cela signifie que pour n suffisamment grand la dépendance10 entre 

,i jX X  est négligeable. 

Pour retourner aux prairies, il faut noter que les échantillons ne sont pas du tout formés selon 

schéma précédent : tirage au sort successif de n éléments, mais par une parcelle de prairie. 

L’hypothèse d’indépendance des iX  posée par Philippe Daget et beaucoup d’autres est justifiée 

par leur expérience d’hommes de terrain. 

 
9 En creusant un peu, sans calculs, on aurait pu mettre en doute l’indépendance des variables. Car si i est 

présent, il occupe une place dans l’échantillon qui n’est plus disponible pour j… 

10 En général, la nullité de la covariance n’implique pas l’indépendance. Mais pour deux variables de 

Bernoulli, si. 
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Annexe 1 : la loi Poisson binomiale via la DFT 

Résumé sur la Transformation de Fourrier Discrète (DFT) 

Pour 
0

1

K

K

a

A

a

+
 
 = ∈ 
 
 

⋮ ℂ , on notera 
0

( )
N

k
k

k

A X a X
=

=  le polynôme correspondant appartenant à 

[ ]K Xℂ . On définit alors la DFT comme l’application F  de 1K+ℂ  vers 
1K+ℂ  

( )

( )

( )

0

0

k
k

KK

A
a

A B Aa

a
A

ω

ω

ω

 
   
   
   
   = → =
   
   
      

 

⋮⋮

⋮ ⋮

F  où ω∈ℂ est une racine ( 1)ième
K +  primitive de 1, par exemple 

2

1

i

Ke

π
+   

On peut vérifier aisément qu’il s’agit d’une application linéaire dont la matrice symétrique 

s’écrit dans la base canonique de 1K+ℂ  (en numérotant lignes et colonnes de 0 à K) : 

( ) 0
0

1 1 1

1

1

l c l c l K

l K
c K

K c K K

ω ω ω

ω ω

=
=

 
 
 
 = =
 
 
  
 

Ω ⋯
⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

  et ( )B A A= = Ω ×F  

Si on pose ( ) ( ) 00
00

lc lc

l Kl K
c Kc K

ω ω−
==
==

Ω = = ⋯⋯
⋯⋯

, on peut vérifier que 1( 1) KK I +ΩΩ= + . En effet, la somme 

produit de la ligne l de Ω  par la colonne c de Ω  donne : 

( )
, ,

0 0

K K
l j j c j l c

l c

j j

ω ω ω− −
• •

= =
Ω ×Ω = =   

 Si l c= , ( )

0 0

1 1
K K

j l c

j j

Kω −

= =
= = +  . 

 Si l c≠ , ( )( )

0 0

K K j
j l c l c

j j

ω ω− −

= =
=  . ω  étant une racine ( 1)ième

K +  primitive de 1, 1l cω − ≠ . Et 

( ) ( ) ( )1 1

( )

0 0

1 1
0

1 1

K l c
l c K

K K j
j l c l c

l c l c
j j

ω ω
ω ω

ω ω

+ −− +
− −

− −
= =

− −
= = = =

− −   puisque 1 1Kω + = . 

Il en résulte que F  est une bijection dont la réciproque est :  

( )

( )

( )

0

0

1 1

1 1
k

k

KK

B
b

B A B Bb
K K

b
B

ω

ω

ω

−

−

−

 
   
   
   
   = → = Ω × =

+ +   
   
      

 

⋮⋮

⋮ ⋮

-1F  

On a, en particulier pour 0k K= ⋯  : 

( )
0

1

1

K
k kt

k t

t

a B b
K

ω ω− −

=
= =

+     (1) 
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Remarques complémentaires sur Ω  

La matrice Ω  est symétrique, mais non symétrique réelle : on ne peut lui appliquer le théorème 

spectral. Toutefois elle possède d’intéressantes propriétés (quoique sans incidence directe avec 

notre propos…) : 

 *Ω = Ω  et 1 1 1

*
1 1

( 1) * ( 1)
1 1

K K KK I K I I
K K

+ + +
   Ω Ω = +  Ω Ω = +  Ω Ω =   + +   

. 1

1K
Ω

+
 est 

donc unitaire. Elle est donc diagonalisable dans une base propre orthonormale et toute 

ses valeurs propres sont de module 1. 

 
2

1 0 0

0 0 1
( 1)

0 0

0 1 0

K

 
 
 = +
 
  
 

Ω

⋯

⋯

⋮ ⋰

⋮

 et 4 2
1( 1) KK I +Ω = +  

 
4 2( ) ( 1)Spec Kλ λ∈ Ω  = +  

Application à la fonction génératrice11 ( )
KYG z  

On sait que : ( )
1

( )
K

K

Y j j

j

G z p p z
=

= +∏ . (2) 

Par ailleurs, en notant [ ]k KP Y kπ = = , 
0

( )
K

K
k

Y k

k

G z zπ
=

=  Si on applique la DFT F  au vecteur 

0

k

K

π

π

π

 
 
 
 Π =
 
 
 
 

⋮

⋮

  on obtient :  

0( )

) ( )

( )

(

K

K

K

Y

k
Y

K
Y

G

G

G

ω

ω

ω

 
 
 
 

Π =  
 
 
  
 

⋮

⋮

F  et 

0

1

( )

( )

( )

K

K

K

Y

k
Y

K
Y

G

G

G

ω

ω

ω

−

 
 
 
 

Π =  
 
 
  
 

⋮

⋮

F  

Selon la formule (1), il en résulte :  

0

1
( )

1 K

K
t tk

k Y

t

G
K

π ω ω−

=
=

+   et en tenant compte de (2) : 

[ ] ( )
0 1

1

1

KK
t k t

K j j

t j

P Y k p p
K

ω ω−

= =
= = +

+  ∏  

 
11 Il s’agit d’un (léger) abus de langage : on applique en fait la DFT au vecteur des coefficients de la fonction 

génératrice. 
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Annexe 2 : Inégalité de Hoeffding 

En fait cette inégalité est plus générale que l’application qui a en été faite précédemment : 

3.Proposition : inégalité de Hoeffding 

Soit 1 , , KX X⋯  K variables réelles indépendantes d’espérances ( )1, , Km m⋯ . S’il existe deux 

listes de nombre réels ( )1, , Ka a⋯  et ( )1, , Kb b⋯  telles que pour tout 1k K= ⋯  : k k ka X b≤ ≤ , alors 

la variable 1K KY X X= + +⋯  vérifie : 

[ ]
2

2

1

2
( ) exp

( )
K K K

k k

k

d
P Y E Y d

b a
=

 
 − − ≥ ≤
 

− 
 


 et [ ]
2

2

1

2
( ) exp

( )
K K K

k k

k

d
P Y E Y d

b a
=

 
 − − ≤ − ≤
 

− 
 


 

Remarque : 

Lorsque : 1 , 0 1 et k kk K a b∀ = = =⋯ , 2

1

( )
K

k k

k

b a K
=

− =  et l’on retrouve bien l’inégalité telle 

qu’elle a été appliquée précédemment. 

4.Lemme : inégalité de Chernoff 

Soit X une variable aléatoire réelle, telle que ( )sXE e  soit finie pour tout 0s > , alors, pour 

tout 0d >  : 

[ ] ( )( )
0

inf sd sX

s
P X d e E e−

>
≥ ≤  

DEMONSTRATION  

Pour tout 0d > , 0s> , : 

[ ] [ ] sX sd
P X d P sX sd P e e ≥ = ≥ = ≥   

L’inégalité de Markov s’applique à la variable positive sXe  : 
1

( )sX sd sX

sd
P e e E e

e
 ≥ ≤   et au 

final : [ ] ( )sd sXP X d e E e−≥ ≤ . 

5.Lemme 

Soit X une variable aléatoire d’espérance nulle telle que a X b≤ ≤ , alors, pour tout 0s>  : 

( )
2 2( )

8

s b a

sX
E e e

−

≤  

DEMONSTRATION  

Remarque : le fait que X soit d’espérance nulle implique que 0a <  et 0 b< . 

On a alors : 0 1
X a

b a

−≤ ≤
−

 et 1
X a b X

b a b a

− −− =
− −

 aussi. 

On peut écrire : 
X a b X

X b a
b a b a

− −= +
− −
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Ce qui peut paraître saugrenu… Mais si une fonction f est convexe, on sait que 

( )(1 ) ( ) (1 ) ( )f b a f b f aα α α α+ − ≤ + −  où 0 1α≤ ≤ . Et c’est précisément le cas de sx
x e֏ . D’où : 

sX sb saX a b X
e e e

b a b a

− −≤ +
− −

 

Et tenant compte de : ( ) 0E X =  : ( ) ( )1sX sa sb
E e be ae

b a
≤ −

−
 

RACCOURCI POUR UN INTERVALLE SYMETRIQUE a b=−  

On obtient alors : ( ) ( )1
cosh( )

2
sX sb sb

E e be be sb
b

−≤ + =  

Si l’on compare les développements en série de : 
2

0

cosh( )
(2 )!

j

j

z
z

j

+∞

=
=  et 

2 2

0

exp
2 2 !

j

j
j

z z

j

+∞

=

 
= 

 
 , 

On en déduit pour tout 
2

: cosh( ) exp
2

z
z z

 
∈ ≤  

 
ℝ . 

Par conséquent : ( )
2 2

2

s b

sXE e e≤ , ce qui compte tenu de 2b a b− =  donne bien la formule de 

l’énoncé.  

DEMONSTRATION DANS LE CAS GENERAL 

Malheureusement, ce cas ne correspond pas à notre situation ! Il va donc falloir mettre les mains 

dans le cambouis. 

Posons : 

( ) ( ) ( )1
( ) ln ln lnsa sb sa sb

f s be ae be ae b a
b a

 = − = − − − − 
 

f  est de classe C∞  et on a : (0) 0f = . 

( )
sa sb

sa sb

e e
f s ab

be ae

−′ =
−

 et (0) 0f ′ =  

( )
2 ( )

2

( )
( )

s a b

sa sb

ab a b e
f s

be ae

+− −′′ =
−

 

La formule de Taylor-Lagrange stipule l’existence de u tel que : 
2

( ) ( )
2

s
f s f u′′= . 

Et on peut vérifier (voir aussi représentation graphique) que pour tout u : ( )21
( )

4
f u a b′′ ≤ −  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 ( ) ( )1
( ) 4 0 2 0

4
u a b ua ub ua ub u a b ua ub

f u a b abe be ae be ae abe be ae
+ +′′ ≤ − ⇔ − ≤ − ⇔ ≤ + + ⇔ ≤ + . 

Il en résulte que : ( )
2

2
( )

8

s
f s b a≤ −  et ( ) ( )

2 2( )
81sX sa sb

s b a

E e be ae
b a

e
−

≤ − ≤
−

 

DEMONSTRATION DE L’INEGALITE DE HOEFFDING : 

D’après le lemme 4 appliqué à ( )K KY E Y−  : 

[ ] ( )( )( )( )

0
( ) inf K Ks Y E Ysd

K K
s

P Y E Y d e E e
−−

>
− ≥ ≤  



Jacques Cellier 

 22 janvier 2024 

Comme 1( )K KE Y m m= + +⋯  

( )( ) ( ) ( )1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )( ) K K K KK K s X m s X m s X m s X ms Y E Y
E e E e E e e

− + + − − −− = = × ×⋯
⋯  

Et par indépendance des kX  : 

( )( ) ( ) ( )1 1( ) ( )( ) K KK K
s X m s X ms Y E Y

E e E e E e
− −− = × ×⋯  

D’après le Lemme 5, pour 1k K= ⋯  : 

( )
2 2( )

( ) 8
k k

k k

s b a

s X m
E e e

−
− ≤  

D’où : 

[ ]
2 2 2 2

2 21 1

1

1( ) ( ) ( )
88 8

0 0
( ) inf inf

K

K K
k k

k

s b a s b a sd s b a
sd

K K
s s

P Y E Y d e e e e =

− − − + −
−

> >

     − ≥ ≤ =
       

⋯  

Or le minimum de la fonction 2 2

1

1
( )

8

K

k k

k

s sd s b a
=

− + −֏  est atteint pour 
2

1

4

( )
K

k k

k

d
s

b a
=

=
−

 et vaut 

2

2

1

2

( )
K

k k

k

d

b a
=

−
 . D’où : [ ]

2

2

1

2

( )

( )

K

k k
k

K K

d

b a

P Y E Y d e =

 
 
 
 
 
  
 

−

−
− ≥ ≤


 

L’autre formule est obtenue par considération de 
KY− . 

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

u

a = -2, b = 1

a = -2, b = 2

a = -1, b = 2

 

Graphe de 
( )

( )

2

u a b

ua ub

abe
u

be ae

+−

−
֏  

Le maximum de 1/4 est obtenu pour 
ln( ) ln( )b a

u
b a

− −=
−
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Annexe 3 : l’approximation normale raffinée RNA de ppoibin 

Voici la formule ‘Cf. [10] 

[ ] ( ) ( ) ( )2 0,5
1

6
(0,1)

 où  et 

 fonction de répartition  et  densité de la loi normale standard 

K

k
P Y k x x x x

γ µϕ
σ

ϕ

+ −≤ Φ + − =

Φ

≃

N

 

Les valeurs de l’espérance µ, de l’écart-type σ et du coefficient d’asymétrie γ de KY sont 

calculées à partir de la liste des probabilités ( )1 Kp p⋯  par les formules suivantes : 

( )

( ) ( )

( )( )

1

2

1

3
1

1

1
1 1 2

K

K k

k

K

K k k

k

K

k k k

k

E Y p

V Y p p

p p p

µ

σ

γ
σ

=

=

=

= =

= = −

= − −







i

i

i

 

Les deux premières ont déjà été démontrées. La troisième résulte de l’additivité des cumulants 

pour des variables indépendantes. Pour faire court, le cumulant 3κ  est lié au coefficient 

d’asymétrie γ  par la formule 
3
3

κγ
σ

= .  

Pour kX  suivant une loi de Bernouilli de paramètre kp  ( ) ( )( )3 1 1 2k k k kX p p pκ = − − . 

Par additivité ( ) ( )( )3 3
1 1

1 1 2
K K

K k k k k

k k

Y X p p pκ κ
= =

 
= = − − 

 
   

Le classeur Excel poisson_binomiale3.xlsm contient deux fonctions personnalisées VBA 

permettant de calculer les trois paramètres , ,µ σ γ  à partir de ( )1 Kp p⋯ , puis [ ]K
P Y k≤  par la  

formule RNA. 
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Loi de Polya 

  

Préliminaires : le protocole de tirage de Polya 

On dispose d’une urne contenant N boules, R rouges et B bleues ( )N R B= + . On fixe un entier 

1∆≥− 12 et on adopte le protocole de tirage est le suivant : 

 Si la boule tirée est rouge, on remet dans l’urne 1∆+  boule[s] rouge[s]. 

 Si la boule tirée est bleue, on remet dans l’urne 1∆+  boule[s] bleue[s]. 

On notera par des minuscules les proportions correspondantes : 

, ,
R B

r b
N N N

δ ∆= = =  

Si 1∆=− , on a affaire à un tirage sans remise qui relève de la loi hypergéométrique. 

Si 0∆ = , on a affaire à un tirage avec remise qui relève de la loi binomiale. 

Dans cette section, on va se pencher sur le cas 1∆≥  pour lequel on a affaire à un processus de 

renforcement13 : tirer une boule rouge va augmenter le nombre de boules rouges dans l’urne et 

accroître la probabilité du rouge pour le tirage suivant. 

Comme précédemment, on définit pour 1k K= ⋯  la variable aléatoire : 

1

0 

 si le tirage  donne une boule roug

si le tirage  donne une boule ble e

e

uiX
i

i
= 


 

Et la variable aléatoire 1 2K KY X X X= + + +⋯  qui représente le nombre de boules rouges 

obtenues en K tirages. À noter que les variables iX  ne sont pas indépendantes.  

 
12 Si ∆<-1, le nombre de boules décroît et l’urne finit par être vide… 
13 George Polya dans son article : Sur quelques points de la théorie des probabilités parle de structure de 

« contagion » ce qui est cohérent avec l’idée sous-jacente de son modèle d’urne : la propagation d’une 

épidémie. Dans un groupe constitué de R personnes contaminées et de B personnes saines, un nouvel arrivant 

s’il contacte un contaminé avec une probabilité de R/(B+R) est contaminé, s’il contacte une personne saine 

avec une probabilité de B/(B+R) reste sain. 
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La loi de 1 2K KY X X X= + + +⋯  est appelée loi de Polya de paramètres , , ,R B K∆ . 

On définit enfin la variable K KR R Y= + ∆  qui représente le nombre de boules rouges dans l’urne 

à l’issue de K tirages.  

Premiers résultats 

Le premier résultat est assez surprenant : 

6.Proposition : 

Pour tout i, la variable iX  suit une loi de Bernoulli de paramètre 
R

r
N

= . Autrement dit la 

probabilité de tirer une boule rouge est la même à toutes les étapes. Et donc ( )iE X r=  et 

( )iV X rb= . 

Pour la variable 1 2K KY X X X= + + +⋯ , ( )KE Y Kr=  

DEMONSTRATION : 

Soit 
1

j

j j

i

R R X
=

= +∆  la variable représentant le nombre de boules rouges dans l’urne à l’issue du 

tirage j. On a jR R R j≤ ≤ + ∆  et  

1 1/j j

k
P X R k

N j
+ = = =   + ∆

 

La formule des probabilités composées donne alors : 

[ ] [ ] ( )
1 1

1
1 1/

R j R j R j
j

j j j j K K

k R k R k R

E Rk
P X P X R k P R k P R k k P R k

N j N j N j

+ ∆ + ∆ + ∆

+ +
= = =

= = = = = = = = = =           + ∆ + ∆ + ∆    

Il reste à effectuer une récurrence sur l’hypothèse : [ ]1i

R
P X

N
= = . 

L’hypothèse est manifestement vraie pour 1i = . 

Si on la suppose vraie  pour  1i j∈⋯ , on a alors : 

( ) ( ) ( )
1 1 1

1
j j j

j i i i

i i i

E R R E X R E X R P X
= = =

 
= + ∆ = + ∆ = + ∆ = 

 
    puisque, pour une variable de Bernoulli 

telle iX , ( ) [ ]1i iE X P X= = .  

En appliquant l’hypothèse de récurrence : 

( )
1

j

j

i

R R
E R R R j

N N=
= + ∆ = + ∆ . En reportant dans : 

( )
1 1

j

j

E R
P X

N K
+ = =   + ∆

, on obtient : 

( )
( )

1 1
j

j

R N jj R
RE R RN NP X

N j N j N j N
+

+ ∆∆+
= = = = =   + ∆ + ∆ + ∆

 

Comme les iX  sont de Bernoulli : ( ) ( ) ( )1 et i i

R
E X r V X r r rb

N
= = = − =  

La dernière assertion résulte immédiatement de la linéarité de l’espérance. 
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La deuxième proposition va caractériser la fonction de masse de 1 2K KY X X X= + + +⋯ . 

Mais, auparavant, on va introduire la notation14 suivante :  

( )
* 1

0

1 0

, :

 si 

Pour 
 sinon

k

i

k

k

a k a
a i

−
+

=

=
∈ ∈ =  +

∏

ℝ ℕ  

7.Proposition : 

En convenant qu’un produit vide vaut 1, la fonction de masse de la loi de Polya est : 

[ ]
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

1 1

0 0

1

1 1

0 0

1

0 0

11

=  = où 

k k

i i

K K K
K

l

i

l

i

j jk k k
K K K

k lR i r iB j b j

P Y k k l K

N i

br

i

C C C

δ

δ

δ
δ

δ

δ

− −

= =

− −

= =
− −

= =

= = + =
+ ∆ +

∆ ++ ∆ ++∏

∏ ∏

∏ ∏∏
  

DEMONSTRATION : 

On peut schématiser l’évolution de la composition de l’urne au fil des étapes ainsi : 

Étape 0    ( ),R B     

        

Étape 1   ( ),R B+∆   ( ),R B+∆    

:        

Étape K ( ),R K B+ ∆    ( ),R k B l+ ∆ + ∆  

k l K+ =  

  ( ),R B K+ ∆  

La composition ( ),R k B l+ ∆ + ∆  est obtenue lorsque, au fil des K tirages ; k tirages ont donné une 

boule rouge et l K k= −  une boule bleue. On a donc k
KC  façons d’aboutir à une telle 

composition. Pami ces combinaisons, on peut distinguer celle où les k premiers tirages donnent 

du rouge et les l suivantes du bleu : 
,, ,, ,

k fois l fois

br r b 
 
 

⋯
�� 
��
⋯  

La probabilité 
kp  d’une telle suite de tirage se calcule aisément par les probabilités composées : 

( )
( ) ( )

( )
( )1

1 1

11k

B B B l

N

R R

k N k

R k

N NN N Kk
p

+ + ∆ + − ∆× × ×
+ ∆ + + ∆

∆ + − ∆× × ×= ×
+ ∆ + − ∆ + − ∆

⋯ ⋯  

(On convient que si k K=  les termes bleus disparaissent et que si 0k =  les termes rouges 

disparaissent) 

Maintenant qu’advient-il pour d’autres combinaisons ? 

 Pour les termes figurant au dénominateur, rien ne change : ils sont liés exclusivement à 

l’étape du tirage et non au résultat. 

 Pour les termes figurant au numérateur, on retrouvera les mêmes, mais dans un ordre 

différent. Le numérateur R i+ ∆  0 i k≤ <  apparaîtra à l’étape où i boules rouges ont été 

 
14 Issue de Mathématiques concrètes de Graham R., Knuth D. et Patashnik O. sous le nom de « puissance 

factorielle montante ». 
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tirées. Le numérateur B j+ ∆  0 j l≤ <  apparaîtra à l’étape où j boules bleues ont été 

tirées. 

Au final : 

[ ] ( )
( ) ( )

( )
( )

1

1

1

1 1K
k
K

R R R B B B l

N k N

k
P Y k

N k k N KN N
C

+ ∆ + − ∆× × ×
+ ∆ + − ∆

+ ∆ + − ∆× × ×
+ ∆ + + ∆ +

= ×
∆

=
−

⋯ ⋯  

ou écrit autrement, en convenant qu’un produit vide vaut 1 : 

[ ]
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

11 1

0

1

0

1

0

0

0

1

0

1

l l

j

k k

K

i i

K K

i i

jk k
K K

B j b jR i r

P Y k

N i

i

i

C C

δ

δ

δ

−

− −

= =
−

=

=

=

− −

=
+ ∆+

= =
+

+

+
=

∆ +

∆∏ ∏

∏

∏ ∏

∏
 

La variante « en minuscules » est obtenue en divisant numérateur et dénominateur par K
N . 

Et la dernière variante en divisant numérateur et dénominateur par Kδ . 

REMARQUES : 

 Une conséquence de cette analyse c’est que les variables 1 2, , , KX X X⋯  sont échangeables, 

ce qui signifie que pour toute permutation 1 de Kσ ⋯  la loi de ( )1 2, , , KX X X⋯  est la même 

que celle de ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,
K

X X Xσ σ σ⋯ . Autrement dit, pour tout { }0,1iA ⊆  : 

[ ] ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 21 2K K KK
P X A X A X A P X A X A X Aσ σ σ∈ ∩ ∈ ∩ ∩ ∈ = ∈ ∩ ∈ ∩ ∩ ∈  ⋯ ⋯  

 Dans le cas 1R B= =∆= , la formule se simplifie grandement : 

[ ] !( )! 1

!( 1

1 2

2

1 2

2 )1 3 13 1K
k k
K K

k K k
P Y k

K

l

k

k

k k K K K
C C× ×× × × −= = × =

+
× =

++ ++ +
⋯ ⋯  

On se trouve dans une situation d’équiprobabilité. 

 Le classeur Excel urnes_polya3.xlsm contient deux fonctions personnalisées VBA 

permettant de calculer la puissance factorielle montante k
a  et la fonction de masse

[ ]KP Y k=  de la loi de Polya de paramètres donnés , , ,R B K∆ . 

Exemples  

Avec , , 1, 2035 BR K∆ = === , voici la représentation graphique de [ ]KP Y k= , comparée à la 

loi binomiale usuelle : 



Jacques Cellier 

 28 janvier 2024 

 

On observe, par rapport à la loi binomiale usuelle, un net renforcement des probabilités des 

valeurs extrêmes. 

Avec , , 2, 2035 BR K∆ = === , ce renforcement est plus marqué : 
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8.Proposition 

Pour tout , 1 ,i j K i j∈ ≠⋯  on a : 

 pour la covariance : ( ),
1i j

r b
Cov X X

δ
δ

=
+

,  

 pour le coefficient de corrélation ( ),
1i jX X

δρ
δ

=
+

. 

DEMONSTRATION : 

Une des conséquences de l’échangeabilité des variables 1 2, , , KX X X⋯  est que : 

( ) ( )1 2, ,i jCov X X Cov X X= . 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2,Cov X X E X X E X E X= − . 

 ( ) [ ]1 2 1 2 1
1

R R r
E X X P X X r

N N

δ
δ

+ ∆ += = = =
+ ∆ +

 

 ( ) ( ) 2
1 2E X E X r=  

( ) 2
1 2,

1 1 1

r r r r r b
Cov X X r r r

δ δ δ δ
δ δ δ

+ + − −= − = =
+ + + . 

( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 2

1 2

,
,

Cov X X
X X

V X V X
ρ = . Comme ( )iV X rb= , ( )1 2,

1
X X

δρ
δ

=
+

 

9.Corollaire 

La variance de KY  est : ( ) 1

1K

K N K
V Y rbK rbK

N

δ
δ

+ + ∆= =
+ + ∆

 

DEMONSTRATION : 

( ) ( ) ( )2 2 2

1 , 1 1 , 1
K i i j i i j

i K i j K i K i j K
i j i j

E Y E X X X E X E X X
∈ ∈ ∈ ∈

≠ ≠

 = + = +
  
 

   
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

. 

( )2
iE X r=  et ( )

1i j

r
E X X r

δ
δ

+=
+

. D’où : 

( )2 ( 1)
1K

r
E Y Kr K K r

δ
δ

+= + −
+

 

( ) ( ) ( )( )22
K K KV Y E Y E Y= − . D’où : 

( ) ( )2
( 1) 1 ( 1)

1 1K

r r
V Y Kr K K r Kr Kr K Kr

δ δ
δ δ

+ + = + − − = + − − + + 
 

Il reste à bricoler un peu pour obtenir la formule désirée : 

( ) 1
1 ( 1)

1K

r
V Y Kr K Kr Kr

δ δ
δ

+ + = + − + = + 

Kr+ K rδ δ+ − − Kr−



( )

1

1 1

1 1 1

1 1

b

Kr K r Kr
Kr

r K r K
Kr rbK

δ δ δ
δ δ

δ δ
δ δ

=

 − + − − =   + +   

− + − += =
+ +

 



Jacques Cellier 

 30 janvier 2024 

Petite illustration scénarisée 

Un club propose deux groupes d’activité : le Rouge et le Bleu (pour rester dans les mêmes 

notations). Les adhésions se font une par une et chaque nouvel adhérent doit choisir un groupe. 

Étant grégaire, il incline à se diriger vers le groupe le plus peuplé. Mais, l’étant modérément, il 

ne va pas mécaniquement le faire et adopter une démarche probabiliste en optant pour le groupe 

Rouge ou Bleu selon une probabilité proportionnelle à l’effectif actuel du groupe. 

Comme précédemment on note : 

 R l’effectif initial (r pour la proportion) du groupe rouge. 

 B l’effectif initial (b pour la proportion) du groupe bleu. 

 N BR= + l’effectif initial total. 

Il est clair que si K nouveaux adhérents se présentent (un par un), on se trouve devant un 

protocole de Polya de paramètres , , 1,R B K . 

Comme précédemment si on note : 

 KY  le nombre de nouveaux adhérents optant pour le Rouge variable aléatoire suivant la 

loi de Polya de paramètres , , 1,R B K . 

 KY R+  représente l’effectif final du groupe Rouge. 

 KB K Y+ −  représente l’effectif final du grouppe Bleu. 

Exemple numérique, R=50, B=40, K=100 : 

 

On a : 

 ( ) ( ) 105,6K KE Y R E Y R Kr R+ = + = + ≃  

 ( ) ( ) 51,6
1K K

N K
V Y R V Y rbK

N

++ = =
+
≃  et ( ) 7, 2KY Rσ + ≃  

Probabilité qu’au final le groupe Rouge reste plus peuplé. 

Si s est le plus petit entier tel que R s B K s+ > + − , alors cet évènement A est la réunion 

i

s i

A
≤
∪  où [ ]Ki Y iA = = . Donc [ ] [ ]

i K

K

i s

P A P Y i
=

=
= = . Avec les valeurs numériques : 

[ ]46, 96 91,8% et s R s P A= + = ≃ . Les bleus ont peu de chance de rattraper les rouges… 

En rouge les valeurs de 

n pour lesquelles les 

rouges sont plus 

nombreux 
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Intermède bêta 

Les fonctions gamma et bêta 

10.Définition : 

La fonction gamma de 
* Γ
+ →ℝ ℝ est définie par l’intégrale convergente pour 0 x<  : 

( ) 1

0

x t
x t e dt

+∞ − −Γ =   

Quelques propriétés utiles pour la suite : 

1. ( )1 1Γ =  
2. ( ) ( )1x x xΓ + = Γ  

3. ( ) ( )k
x k x x kΓ + = Γ ∈ℕ  

4. ( )1 !k k kΓ + = ∈ ℕ  

DEMONSTRATION : 

1. ( ) [ ]0
0

1 1t t
e dt e

+∞+∞ − −Γ = = − =  

2. ( ) ( ) [ ] ( )1
0

0 0
1 x t x t x t

x t d e t e xt e dt x x
+∞+∞ +∞− − − −Γ + = − = − + = Γ   

3. Récurrence sur k. 

4. Cas 1x=  de 3. 

11.Définition : 

La fonction bêta 
* * B

+ +× →ℝ ℝ ℝ est définie par l’intégrale convergente en 0 et 1 pour 0 ,x y<  : 

( ) ( )1 11

0
, 1

yx
B x y t t dt

−−= −  

Remarques : 

Ces deux fonctions admettent des prolongements analytiques, mais sans utilité pour notre 

propos. 

Il résulte immédiatement de la définition que : 

 ( ) ( ), ,B x y B y x= . 

 ( ) 1
,1B x

x
=  

 ( ) 1
1,B y

y
=  

12.Proposition, relation avec la fonction Gamma : 

( )
( ) ( )
( ),
x y

B x y
x y

Γ Γ
=

Γ +
 

DEMONSTRATION : 

( ) ( )
* *

1 1 1 1 ( )

0 0

x t y s x y s t
x y t e dt s e ds t s e dsdt

+ +

+∞ +∞− − − − − − − +

×

Γ Γ = =  
ℝ ℝ
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On effectue le changement de variables : ( )1

u t uv

v s u v

Φ     
→ =     −     

 qui envoie [ ]* 0, 1×+ℝ  sur 

* *×+ +ℝ ℝ  pour lequel ( )( )Det J uΦ =  : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
[ ]* * *

111 1 ( )

0,1

1
yxx y s t u

x y t s e dsdt uv u v e Det J dudv

+ + +

−−− − − + −

× ×

Γ Γ = = − Φ 
ℝ ℝ ℝ

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
[ ]

( )
[ ]

( ) ( ) ( )

* *

11 11 1

0,1 0,1

1 11 1

0 0

1 1

1

yx yu x y x u

u

yx y u x

x y uv u v e Det J dudv u v v e dudv

u e du v v dv x y B x y

+ +

−− −− + − − −

× ×=
+∞ −+ − − −

Γ Γ = − Φ = −

= − = Γ + +

 

 

ℝ ℝ

������

 

13.Corollaire 

Pour 
*, , ,x y k l+∈ ∈ℝ ℕ : 

( )
( ) ( )

,

,

k l

k l

B x k y l x y

B x y x y
+

+ +
=

+
 

DEMONSTRATION : 

En utilisant 13. Et la propriété 3. de Γ : 

( )
( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ),

,

B x y

k l k l

k l k l

x k y l x x y y x yx y
B x k y l

x y k l x yx y x y x y
=

+ +

Γ + Γ + Γ Γ Γ Γ
+ + = = =

Γ + + + Γ ++ Γ + + 
����

 

Application : 

Ce corollaire fournit une autre formulation de la probabilité de tirer k boules rouges. : 

( ) ( )
( )

( )
( )

,

,1
= où K

K

k k
l

K

k

K

r r kb B
k

b
k l K

B r

b l
P Y C C

δ δ δδ

δ δ δ
+

= = + = 
+

  

La loi bêta 

La loi ( ),bêta α β  de paramètres 
*,α β +∈ℝ est une loi de probabilité continue de support [ ]0 1⋯  

définie par la densité suivante : ( ) ( ) 11 1f x Cx x
βα −−= −  La constante C est déterminée par la 

condition : ( ) ( )1 1 11

0 0
1 1 1f x dx C x x dx

βα −−=  − =  . Or par définition de la fonction bêta : 

( ) ( )1 11

0
, 1B x x dx

βαα β −−= − .  

La densité est donc : 

( )
( )

( ) 111
1

,
f x x x

B

βα

α β
−−= −  

Et la fonction de répartition : 

( )
( )

( ) 11

0

1
1

,

x

F x t t dt
B

βα

α β
−−= −  

 

Si X suit la loi ( ),bêta α β , ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1 11

0 0

,1
( ) 1

, ,
n n n B n

E X x f x dx x x x dx
B B

βα α β
α β α β

−− +
= = = − =  . 
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Et d’après 13. : ( ) ( )
( ) ( )

,

,
n

n

n

B n
E X

B

α β α
α β α β

+
= =

+
. 

On en déduit : 

( )E X
α

α β
• =

+
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

2
2 2

2

1

1 1
V X E X E X

α α α α β
α β α β α β α β α β

+  • = − = − = + + + + + + + 
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Un nouveau protocole fondé sur la loi bêta 

Dans ce nouveau protocole, la proportion de boules rouges, au lieu d’être fixée, est une variable 

aléatoire [ ]0 ,1P ∈  suivant la loi ( ),bêta α β . Comme précédemment, on définit pour 1k K= ⋯  la 

variable aléatoire : 

1

0 

 si le tirage  donne une boule roug

si le tirage  donne une boule ble e

e

uiX
i

i
= 


 

Les iX  ne sont pas indépendantes (puisque dépendantes du résultat de P), mais, à l’instar de la 

loi de Polya, échangeables. 

La variable aléatoire 1 2K KZ X X X= + + +⋯  qui représente le nombre de boules rouges 

obtenues en K tirages. La loi de KZ  est appelée loi bêta binomiale de paramètres , , Kα β . 

Loi de iX  

Espérance et variance 

On a, bien sûr [ ]1/iP X P p p= = = . 

La formule des probabilités totales étendues au cas où la variable conditionnant est une variable 

continue de support [ ]0 1]  et de densité ( )f p  s’écrit pour un évènement A : 

[ ] [ ]1

0
/ ( )P A P A P p f p dp= =  

Appliqué à l’événement [ ]1iX = , en utilisant la densité de ( ),bêta α β  : 

[ ] ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1

0 0

1,1
1 ( ) 1

, ,i

B
P X p f p dp p p dp

B B

βα α β
α β α β

− +
= = = − =   

Et d’après le corollaire 13. : 

[ ] ( )
( )

1,
1

,i

B
P X

B

α β α
α β α β
+

= = =
+

 

iX  suit donc une loi de Bernoulli de paramètre 
α

α β+
 et ( ) ( )

( )2
,i iE X V X

α αβ
α β α β

= =
+ +

 

Covariance, coefficient de corrélation de ( ),i jX X  

( )i jX X i j≠  est une variable de Bernoulli. 21/i jP X X P p p= = =    

En réappliquant la formule des probabilités totales étendues : 

( ) ( ) ( )
( )


 ( )
( )( )

11

(13.)
1 12

0 0

2,1 1
1 1

, , 1
( )i j

B
P X X p p dp

B B
p f p dp

βα α β α α
α β α β α β α β

−+ + += = = − =   + + +
=   

Comme ( )i jX X i j≠  est une variable de Bernoulli, ( ) ( )
( )( )

1
1

1i j i jP X X E X X
α α

α β α β
+= = =   + + +

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

2
1

,
1i j i j i jCov X X E X X E X E X

α α α
α β α β α β

+  = − = −  + + + + 
 

En simplifiant :  

( )
( ) ( )2

,
1

i jCov X X
α β

α β α β
=

+ + +
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Et pour le coefficient de corrélation : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

2

, 1
,

11

i j

i j

i j

Cov X X
X X

X X

α βα βρ
σ σ αβ α βα β α β

+
= = × =

+ ++ + +
 

Comparaison avec la loi de Polya 

Par anticipation, on va se livrer à cette comparaison en supposant 1
,

r bα β α β
δ δ δ

= =  + =  

 Loi de Polya 

1 2K KY X X X= + + +⋯  

Loi bêta-binomiale 

1 2K KZ X X X= + + +⋯  

Espérance ( )iE X r=  ( )
1i

r

E X r
α δ

α β
δ

= = =
+

 

Variance ( )iV X rb=  ( )
( )

2

2

2

1i

rb

V X rb
αβ δ

α β
δ

= = =
+

 

Covariance ( ),
1i j

r b
Cov X X

δ
δ

=
+

 ( )
( ) ( )

2

2

2

,
1 1 11 1

i j

rb

rb
Cov X X

α β δδ
δα β α β

δδ

= = =
+ + + + + 

 

 

Coefficient de 

corrélation 
( ),

1i jX X
δρ

δ
=

+
 ( ) 1

,
1 1i jX X

δρ
α β δ

= =
+ + +

 

Ce qui suggère à la proposition suivante : 

14.Proposition : 

La loi de Polya de paramètres , , ,R B K∆  et la loi bêta-binomiale de paramètres , ,
R B

K
∆ ∆

 sont 

identiques. 

DEMONSTRATION : 

[ ]/KZ P p=  suit une loi binomiale de paramètres p et K : 

[ ] ( )/ 1
K kk

K
k
KP Z k P p p pC

−= = = −  

En réappliquant la formule des probabilités totales étendues : 

[ ] ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

11 1 1

0 0

1
1 1

0

1
(1 ) (1 )

,

,
(1 )

, ,

k K k k K k
K

k K k

k k
K K

k
kK
K

p p
P Z k p p f p dp p p dp

B

B k K k
p p dp

B B

C C

C
C

βα

α β

α β

α β
α β α β

−−
− −

+ − + − −

−
= = − = −

+ + −
= − =

 


 

Finalement : 

[ ] ( )
( )

( ) ( )
( )

,

,
=  avec K

K

k
K

lk
k
K

B k l
Z k k l K

B
P C C

α β α β
α β α β

+ +
= = + =

+
 

On ne peut manquer d’observer une forte ressemblance avec la loi de Polya :  
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( )
( )

( ) ( )
( )

,

, 1
= où K

K

k l
k k
K K

B r k b l r b
k k l K

B r b
P Y C C

δ δ δ δ
δ δ δ

+ +
= = + =    

Et même une égalité en prenant ,
r bα β
δ δ

= = .  

Il suffit juste rappeler les notations introduites à propos de la loi de Polya : 

, , , ,
R B R r B b

N R B r b
N N N

δ
δ δ

∆= + = = =  = =
∆ ∆
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Approximation de la loi de Polya par la loi bêta 

Le lien entre loi de Polya et loi bêta peut être complétée par le résultat suivant : 

15.Proposition : 

Soit une variable KY  suivant une loi de Polya de paramètres , , ,R B K∆ , alors KY

K
 converge en 

loi vers une loi ,
R B

bêta
 
 ∆ ∆ 

 lorsque K → +∞ . 

DEMONSTRATION : 

Soit KF  la fonction de répartition définie sur [ ]0 1  de KY

K
. Pour alléger l’écriture, on posera 

,  et 
R r B b

k l K α β
δ δ

+ = = = = =
∆ ∆

 

( ) [ ] [ ] ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

11

1 11 1

1

0

1 1

0 0

,

,

1 1
, 1

, ,

1 1
1 1 1

, ,

K
K K K

k Kx k Kx

lk

k Kx k Kx

l lk k

k Kx k Kx

k
K

k k
K K

k k
K K

B k lY
F x P x P Y Kx P Y k

K B

B k l t t dt
B B

t t dt t t t t dt
B B

C

C C

C C

βα

β βα α

α β
α β

α β
α β α β

α β α β

≤ ≤

+ −+ −

≤ ≤

+ − −+ − −

≤ ≤

+ + = ≤ = ≤ = = =  

= + + = −

= − = − −

 

 

 



 

 

Or ( )1
lk

k Kx

k
Kt tC

≤
−  évoque la loi binomiale de paramètres K et t. Plus précisément si on désigne 

par KT  une variable binomiale de paramètres ,K t  : ( ) [ ]1
lk K

K

k Kx

k
K

T
t t P T Kx P x

K
C

≤

 − = ≤ = ≤  
 . 

D’où : 

( )
( )

( )1 11

0

1
1

,
K

K

T
F x t t P x dt

B K

βα

α β
−−  = − ≤    

Par application de la loi (forte) des grands nombres psK

K

T
t

K →+∞→ . Donc à la limite 

1

0

 si 

 sinon
K

t xT
P x

K

≤ ≤ →   
 et selon la convergence dominée : 

( )
( )

( ) 11

0

1
1

,

x

KF x t t dt
B

βα

α β
−− → −  la fonction de répartition de la loi ( ),bêta α β . 

Pour illustrer cette convergence, voici deux exemples graphiques des fonctions de répartition de 

KY

K
 et ,

R B
bêta

 
 ∆ ∆ 

. 
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Illustration avec K=100, R=B=5, ∆=1 

 

Illustration avec K=100, R=8, B=5, ∆=2 



Jacques Cellier 

 39 janvier 2024 

Résumé comparatif 
 Poisson binomiale Polya 

Paramètres ( )1 i Kp p p⋯ ⋯  Liste de 

probabilités 

, , ,KB

B

R

N R

∆
= +

 , ,
B

r b
N N N

R δ ∆= = =  

Définition 1K KY X X= + +⋯  

iX  Bernouilli 

indépendantes mais 

pas de même loi. 

[ ]1i iP X p= =  1K iY X X= + +⋯  

Les iX  ne sont pas 

indépendantes. 

( ),
1i j

r b
Cov X X

δ
δ

=
+

 

[ ]1i

R
P X

R B
= =

+
 

Espérance ( )
1

K

K i

i

E Y p
=

=  
 ( )KE Y Kr=   

Variance ( )
1

K

K i i

i

V Y p p
=

=  
 ( ) 1

1K

K
V Y rbK

δ
δ

+=
+

  

Fonction de 

masse K

k
K

A
i i

i A iA

P Y k p p
 
 =     
 ∈ ∈∈

=  ∏ ∏
P

 [ ] ( ) ( )
( )1

K
K

K

lk
k r b

Y kP C
δδ

δ
= = où k l K+ =  
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Notations 
 

Notations générales 

E  Nombre d’éléments d’un ensemble fini E. 

m n⋯  Ensemble des entiers i m i n≤ ≤ . 

x    Partie entière d’un réel x. 

( )
*1

0

1 0

, :

 si 

 sinon
k

i

k

k

a a k
a i

−
+

=

=
= ∈ ∈ +

∏

ℝ ℕ  
Puissance factorielle montante. 

Notations probabilités 

p
nC  Nombre de combinaisons de p objets choisis parmi n. 

[ ]P A  Probabilité de l’événement A. 

( )E X  Espérance de la variable aléatoire X. 

( ) ( ) ( )( )22
V X E X E X= −  Variance de la variable aléatoire X. 

( ) ( ) ou  X X V Xσ σ =  Écart-type de la variable aléatoire X. 

( ) ( ) ( ) ( ),Cov X Y E XY E X E Y= −  Covariance des variables aléatoires X et Y. 

( ) ( )
( ) ( )

,
,

Cov X Y
X Y

X Y
ρ

σ σ
=  

Coefficient de corrélation des variables aléatoires X et Y. 

1p p= −  Pour une probabilité p, la probabilité du contraire. 

z x iy= −  Le conjugué d’un nombre complexe z x iy= +  
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